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1. Lineaire ruimten. 
Def.1.1. Een lineaire ruimte is een additieve abelse groep R waar-
bij voor elke f ER en elk complex getal 'A een s_calair product 
'AfE R is gedefinieerd, zodanig dat 
\(f+g) = J...f + J..g, (\+i.t)f = '},.,f + µf, "A (1--f) = (1,.µ)f, 1•f=f. 
Gevolgen: O!f = 0 (het nulelement van R), (-1)•f = -f. 
Def.1.2. Het begrip reele lineaire ruimte is analoog gedefinieerd, 
met als enige verschil dat "complex getal 11 veranderd wordt in 
Ii reee 1 get a 1 11 • 
Opmerking 1.1. Elke (complexe) lineaire ruimte is ook als reele 
lineaire ruimte op te vatten door het gebruik van scalaire produc-
ten \ f te beperken tot reele waa rden van 11. • 
Opmerking 1.2. Bij ruimten met eindige dimensie wordt door de 
onder opm.1 genoemde operatie de dimensie verdubbeld. Het begrip 
11 dimensie 11 wordt als volgt ingevoerd: Een basis voor een (com-
plexe) lineaire ruimte R is een stel elementen r1 , .•. ,fn ER zo 
dat elke f ER te schrijven is als A1r1+ •.• +\/n (11. 's complex·). 
(Niet ~lke lineaire ruimte heeft een eindige basis). Is er een 
eindige basis, dan is er ook een basis met minimaal aantal ele-
menten; deze basiselementen zijn dan automatisch lineair onafhan-
kelijk (d.w.z. J.. 1f 1+ .•. +~nfn=0 met complexe X's impliceert 
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A 1=··•=An=O). Het aantal elementen is voor alle lineair onafhan-
kelijke bases hetzelfde, en dit aantal heet de dimensie van de 
ruimte. 
Is r1 , ••• ,fn een lineair onafhankelijk~ basis voor R, dan 
is r1,if1 ,r2 ,if2 , •.• ,fn,ifn een lineair onafhankelijke basis voor 
deals reele lineaire ruimte opgevatte ruimte (in dat geval wordt 
het begrip lin?aire onafhankelijkheid anders geinterpreteerd, nl. 
als volgt: g 1 , ... ,gk heet lineair onafhankelijk als /\ 1g1+ ••• +:>tkgk=O, 
met reele A 's impliceert ),. 1= ••. = 71.k=O). 
Opmerking 1.3. Zonder meer heeft het geen zin om in een complexe 
lineaire ruimte over reele vectoren te spreken. Men zou dit wel 
kunnen gaan doen, door bijv. een lineair onafhankelijke basis te 
kiezen en dan alle reele lineaire combinaties daarvan reeel te 
noemen. 
2. Ruimten met inwendig product (IP-ruimten) 
Def .2.1. Een IP-ruimte is een (complexe_) lineaire ruimte R waar-
bij aan elk paar f ER, g ER een complex getal is toegevoegd, dat 
we met (f,g) aanduiden, en dat de volgende eigenschappen heeft: 
(kf,g) :::: ,,_(f,g) 
(f,g) = (g,f) , ( f , f ) > o a 1 s f :Jo . 
((g,f) betekent de complex geconjugeerde van (g,f)). 
Gevolgen: (f,r,.g) = 11.(f,g); (f,g1+g2 ) = (f,g1 )+(f,g2 ), (f,0)=(0,g)=O, 
( "' n ,., m ) ~ n m - (f ) 
"'k=1/\.krk, Eh=1µhgh = · '"'k=1 E h=111.kµh k'gh . 
Def .2.2. 1(f,f) heet de norm of lengte van f, en wordt met !Ir![ 
aangeduid. 
Stelling 2.1. II "-f!I = l"-1 · If rll .. 
Def.2.3. fj_g of g..i.f betekent (f,g)=O (dus (g,f)=O). 
Def .2.4. f en g heten evenredig als er een h ER is, en complexe 
get a 11 en 11. en l,!, , z 6 d a t f = 1'. h, g= µ h . 
Voorbeeiden van IP-ruimten. Voorbeeld 2.1. Zij n een vast natuur-
lijk getal, en zij R de verzameling van alle rijtjes van n com-
plexe getallen (a 1, •.• ,an). Door optelling en scalaire vermenig-
vuldiging te definieren met 
(a.1,···,a.n) + (~1,···,~n) = (a1+~1,···,an+~n), 
]... ( a 1 ., •• • , an ) = ( A o:1 , •. , , "-an ) , 
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wordt Reen lineaire ruimte. Door het inwendig product van 
(a1 , ••. ,an) en (~1 , ... ,~n) te definieren door a. 1 ~1+ .•. +anRn' wordt 
Reen IP-ruimte. 
Voorbeeld 2.2. Zij R de verzameling van alle continue complexe 
functics op het gesloten interval [0,1]. f=g+h betekent 
f(x)=g(x)+h(x) (Oi xi 1), en f= 'r-. g betekent f(x)= 'r-. g(x) (Ofx<1). 
Hiermee is Reen lineaire ruimte (tegelijk is dit een voorbeeld 
van een lineaire ruimte zonder eindige basis). Wanneer men verder 
(f,g) definieert door 
(f,g) = f 1 f(x) g(x) dx, 
0 1 
dan wordt Reen IP-ruimte. Merk op dat (f.,f)= J !f(x) !2ax >O is, 
tenzij f identiek nul is, dus het nulelement v~n R is. 
Wanneer we "continu 11 bijv. vervangen door Riemann-integreer-
baa r, dan hebben we geen IP-ruimte meer, want dan kan (f,f)=O zijn 
zonder dat f identiek nul is. 
Opmerking 2.1. Men kan ook het begrip reele IP-ruimte definieren, 
als een reele lineaire ruimte met een inwendig product (f,g) dat 
voor alle fen g reeel uitvalt, en aan de in def.2.1 genoemde 
eigenschappen voldoet. Als voorbeelden kunnen we de bovengenoemde 
voorbeelden 2.1 en 2.2 nemen, met beperking tot reele rijtjes en 
reele "- 1 s. Voorbeeld 1 wordt dan het bekende geval van den-di-
mensiona le euc lidische meetkunde., waa rbij nu II f II werke lijk de 
lengte van de vector f wordt. 
Opmerking 2.2. Wanneer men echter een complexe IP-ruimte R als 
reele lineaire ruimte opvat (zie opm.1.1) wordt hct nooit een 
reele IP-ruimte (tenzij R slechts uit het nulelement bestaat). 
Is nl. fE R., f,/0, dan is if ER, (if,f)=i(f,f):/0, dus (if,f) niet 
reeel. 
Vpn nu af aan spreken we weer over een (complexe) IP-ruimte R. 
Stelling 2.2. Is f ER, g ER dan is l(f,g)j i llrll · !lgll (ongelijkheid 
van Schwarz) • 
En l (f,g)j= llrll •llgll geldt dan en slechts dan als fen g evenre-
dig zijn. 
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Bewijs. Voor f=0 zijn beida uitspraken juist (elke g is met 0 
evenredig). We onderstellen nu f,/0, dus 11~1 /o. Zij 11. een com-
plexe variabele. Dan is 
IP-r--gll 2 = (>1.r-g, 11.r-g) =/\~(r,r) -/1. (r,g) - i(g,r) + (g,g) = 
= ( /I. I I r II - _( g_~ ) • ( T I Ir I I - ( r, g) ) + II g 11211 r!I 2 - I ( r, g) I 2 • 
II r11 \. II r11 11 rll2 
Kies nu r- =(g,f)/llrll 2 • Dan blijkt dat 
llgll 2 llrll 2 -l(r,g)l 2 ==llrll 2 ll"-f-gl/ 2> o, 
en het gelijkteken geldt slechts als g= 11.f. Dan zijn fen g 
evenredig. En steeds wanneer fen g evenredig ziJn is 
I (f ,g)I = II fll ·llgll , want als f=o:h, g=r11, dan is l(f ,g)j = I o:f(h,h)I = 
=lalillill·I Pl 11h11 = llf!l•llgll • 
0pmerking 2.3. Passen we st.2.2 toe op voorbeeld 2.1, dan vin-
den we 
.... n --- 2 n 2 n 2 I 1.,10:k~k I i l:1 lakj • I;1 l0k I • 
Stelling 2.3. jlf+gJIS.llfll + llgll; llf-gjl~llf!I - Ilg JI!. In beide 
gevallen geldt het geliJkteken dan en slechts dan als f= 11.g met 
11.2_0 of als g=0. 
Bewijs. II f+gj I 2= ( f+g, f +g )= ( f, f) +( f ,g) +( g, f) +( g ,g )= 
= llrl12+2 Re(f,g)+ llgll 2 i llr1l 2+2jj rll llgll + llgll 2 = (llfll + llgll) 2 , 
Het gelijkteken treedt opals Re(f,g)= II fl! •llgll • Dus :l(f,g) I 2. 
2.llf[I • llgll, en uit st.2.2 volgt nu dat l(f,g)j = llrll·llgJI, dus 
dat f e~ g evenredig zijn. Bovendien blijkt uit Re(f,g)= II fll•llgll 
en l(f,g)j =llfll ·llgll9ctat (f,g)=llrll·llgll . Zij f= o:h, g= ~11, h/0, 
dan vinden we o:13llhll2 = jal •llhll• I RI •llh!I, dus a f.>0. Is ~ /o, dan 
blijkt data. =AP met r-2,0. Hiermee zijn de uitspralcen over 
llf+g II bewezen. 
We hebben nu verder 
II ltll = 11 (r-g)+gll i llr--g II+ llgll , 
llgll = ll(g-r)+rll .5. llg-rll + llrll = llr--gll + 11r11, 
zoda,t l:r-gll zowel .?.llf II -· II gjl als 2.llgll - II f II is. Het is dus 
2. 1- II f II - II gjl I . Trcedt het gelijkteken op en is bijv. II f II 2. Ilg II , 
dan is llrll =II f-e::11 +llglj, dus g=0 of f-g= µg, µ2_0. 
Dus f='i,g, 'A2,0. Als l!rll< llgll, komen we tot de conclusie 
da t f=0 of g= 11. f, 11. 2. 0, en da t komt weer op hetze lfde neer. 
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Def. 2.=?_.:_ Ee::-i d<::elve::·,:;ameling L van R heet een lineaire deel--
ruimte a ls voop a lJ.e f E L., g E L er 2 lle com~l0xe A , µ geldt 
11.f + µg E L, L is (met cle reeds in R beotaande definitie van 
inwendig product) een I?-ruimte. 
Def.2.6. Is Q ec~ deelverzaneling van 
(N ,1 2 a ('. ("'\ ' coi-•·0 7 QV \) J. = I, J Q " D !i !.i .:. \c~ .. 'I /'.,_ i J., .. l i. __ e, ~-... 0 
R, dan is Le(Q) de col-
, N 
v o rm ,J _, " A , q , 
..e.= I l J. 
St:1-1?:00 __ _?..h;'.. L0 f~) :Ls P.:jn 15.1·-i,c,2:Lpe dec1ru5.r.1te. Ids Q zelf 
r>P.ecl"' ec·"' l~nr=- 01-:roa c;'0r,lru1m,· 0 7 F" rlan i~ I 10):::-.G 
_ _,, .u -~1 ....... _ . ...,(.. _.,_ _, l ,_, . --~ \.JC .,;_:J ·,,. -~ · le\ .. ,., ·v., 
D f 2 7 ,·, :J 1 , . r) R 111"'E,~~ (>~n OI"'.u·honorinaal--~'.. __ ._ • ....:.::011 (!\.;e_ver·zame1.lD[; '<'v van . v ~,c:c _ 
sy..,:ste!~n~- ahJ liq:l=-:'1 vo•JP Dlle qEQ_,, (q,1,0 0 ):~0 voor alle l C. 
q'1,q2E0,. 
E211 01.~tho 1 1::-:r,:1ls·yr'.:0,r;:,, rlP"':: r::1'"~_-,.7u:'.. c:J.s het niet een 
echt oec)l is von E:en gi."o 1:r::r> op·c:-:c:~or,aalcyrte0;r::.. M.a .w.: nls 
er gE.•::-::1 f ~ n is r .et :f:':/0 ." r_J_q vo -:1"' c1 l:'.c c:. (' c~. (Anders zou 
f / II f II aan Q kunDen \•'JOrdcn to8ge'rnegd), 
Stelling 2.5 .. Er bestaot ecn maxir:19Bl oPthonormaalsysteem. 
Be\;j_js. jJ2,..,'~1St op l1;::~i:; z .g. lr2uzepof:tulaat. Gemakkelijker 
toepa sbaa r :Ls het daa lT.c.o ec:t1 '.'.?a 2c i.': ·.~e Lerri1112_y9r?__Zorn: 
Heeft in ecn partieel geordende verzameling E elke lineair 
geordende dsPlverza~e=~~~ e~n bov~~grcns in E, d8n bevat z 
Voor c1e elcr:1-::,n·t.:E::".l 'JDn "': ner::c-n we ch; orthonormaalsyste--
men va~ TI, Rn Ge ordPning wordt door de inclusierelatie 
gege'.'Ci.1. Vc,n e]_'-·, .1.~.,,c'.J~.::> Gr::irr:1 c:;r'~e collectie van orthonor-
maa h,y:=:: tc,L n i:=:, Cie -_. cr"r< e;1nc; ,•Jeer ePn or'chonorrnaa lsys teem.:, 
en cJit :,J..-1 als bc,.ci.::,rct:L' f·r.1~2rc1i, 
Opme":'." 1:i:Y::_2 •. ~ ·- l)j_t b':l'l:'.j0 L-l n:1.et co•.S~i.""JCti2f. vJC zullcn 
rabele gr.val e1::n C0,1['.tt•ustief 18\1-lJS 
st C 11 i r . ' 0 6 z ·' : C) ,-. -:-. ,-, c--d· 1~ .. 
___ -_- __ --,_Lo._, 11 ..Le.) <_, \._,. -~- L _,.,. 
hebben 
· '_,rc··1. _r:: R, en f E R. 
(Het sterrctje geeft aan dat de t8rm~::n Cie nul ziJn moet0n 
warden wcggelatt,n, zoaat ei.• e2n scm V3n hoogstens aftelbaar 
vele ter~en o~tstaat). De getallen (f,q) heten de Fourier-
coeffic J.2rl'0on va:i f ( t, o. v. Q ~ • 
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Bewijs. Laat lq1 , •.. ,qn} een eindige deelverzameling van Q 
zijn. Dan is, als a 1 , ... ,an complexe getallen zijn, 
ll f - L~akq_kll2 = (f- rk~1cxkqk, f- 2 h~1ahqh) = 
= II fll 2 - Eh~1.cxh(f,qh) - L k~1cxk(qk,f) + rh~1! ah 12 = 
Nemen we ah=(f,qh), en bedenken we dat het eerste lid > 0 is, 
dan vinden we 
i.: h~ 1 I ( f' qh) I 2 SJ!f I I 2 • 
Laat N een natuurlijk getal 2.11 f I! 2 zijn. Dan concluderen 
we: hoogstens N van de I ( f, q) I 's ziJn 2. 1, hoogstens 4N ervan 
zijn 2. ½, hoogstens 16N zijn 2. J, t.nz. Dit levert een aftel-
ling van de van O verschillende (f,q)'s. Vervolgens: was 
L*I( f ,q) 12 > !If II 2 :; dan zou er reeds een pa rtHHe sorri van E➔~ 
groter dan II f 11 2 zijn, in striJd met wat we boven vonden. 
Opmerking 2.5. Zonder bewijs en zonder voorbeelden vermelden 
we: Het gelijkteken in de ongelijkheid van Bessel behoeft niet 
te gelden. Het geldt zeker niet voor alle f als Q niet maxi-
maal is (kies bijv. voor f een element van een grater ortho-
normaalsysteem). Als Q wel maximaal is en Reen eindige dimen-
sie heeft, geldt het gelijkteken wel voor alle f, en ook als 
Q maximaal is en Reen Hilbertruimte is. Bij andere R kan het 
echter gebeuren dat Q en f zo te kiezen z1Jn, dat Q maximaal 
is en niettemin het teken < geldt. 
Stelling 2.7. Zij (q1 , ... ,qn) een eindig orthonormaalsysteem 
in R, en zij fE R. Beschouw !If- I:k~'l akqkll als functie van 
de complexe variabelen a 1 , •.. ,an. Dezc functie is strikt mi-
nimaal als a 1=(f,q1 L ... , a.n=(f,qn). 
Bewijs, Volgt direct uit de in het begin van het bewijs van 
de vorige stelling afgeleide identiteit. Het minimum bedraagt 
l I I f II 2 - z ~ I ( f ., qh ) I 2 1 ½ • 
, 
Def.2.8. Zij ~ een afbeelding van R1 in R2 , waarbij R1 en R2 
IP-ruimten zijn. ~ heet een isometrische afbeelding, als voor 
alle f.,gE R1 en alle complexe "A. 3 P- geldt 
q,(11.f+ µg) = 11.<v(f) +µcp(g)., 
(q,(f), cp (g))= (f,g). 
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R1 en R2 heten isometrisch als er een eeneenduidige isome-
trische afbeelding van R1 op R2 bestaat. 
Opmerking 2.6. Een isometrische afbeelding van R1 in R2 is 
automatisch eeneenduidig. Uit cp(f)= cp(g) volgt nl. ~(f-g)=O, 
dus (J==((cp(f-g), cp (f-g))=(f-g,f-g)=O, dus f=g. 
3. Topologie in cen IP-ruimte 
In deze paragraaf is R weer steeds een IP-ruimte. 
Stelling 3 .1. Als Ne de a fstand van f ER tot g ER definieren 
door f-g , dan wordt Reen metrische ruimte. 
Bewijs. l!f-gjj >O als f:jg, en llf-fjj = O (def.2.1 en def.2.2). 
En stelling 2.3 garandeert de driehoeksongeliJkhcid: 
!lf-g!IS.llf-hil +llh-gll, aangezien f-g=(f-h)+(h-g). 
De v66r stelling 3.5 uitgedrukte eigenschappen berusten 
uitsluitend op het feit dat Reen metrische ruimte is. 
Def.J.1. Zij Seen deel van R. De afsluiting van S (notatfe S) 
is dan de verzameling van alle fE R met de volgende eigen-
schap: bij clke e > O is er een g E S met ll g-f II<£ ._ 
Stelling 3.2. 1~ Sc S_; 2°. s 1 cs, dan s1 cs; 3°. S=S (S bete-
kent de afsluiting vans). 
Bewijs. 1° en 2° zijn triviaal, alsmede S) .'.:3 bij 3°. We tonen 
nu aan dat ScS. Zij fE S, £>0. Er j_s een gE Smet llg-fll<½s. 
Bij g is nu een h E S te vindcn met II g-hll < ½ e:. Wegens de d rie-
hoeksongeliJkheid is nu ilf-lil<e. Daar c willekeurig was.I' bliJkt 
dat fE S. 
Def.3.2. Sheet gesloten als S=S. 
S heet open a ls h<=t complement van S ( nota tie R '\. S) 
gesloten is. 
Stelling 3.3. Sis dan en slechts dan open als er biJ elke 
f ES een £ >0 bes ta at z6 da t elke g met 11 g-f;! < s in S ligt. 
Bewij s. De in de s telling genoemde voorwaa rde kan ook a ls 
volgt worden uitgedrukt: als fE S, dan is hat niet waar dat 
er bij elke s '>O een gE R \. S bes ta at met II g-fll < £ • M.a. w. a ls 
fES, dan ligt f niet in R\.S. Dus R'-.ScR'.S, dus R\,S is ge-
sloten. 
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Def.3.3. Zij 3 1 cs2 c R. s1 heet dic/·!t in s2 , als 3 2 cs1 • M.a.w. 
elke f E s2 kan met ied2re gewenste graad van nauwkeurigteid 
door elementen van s1 warden benad""ircl. 
Def.3.4. Zij Sc R. Sheet separabel als er een hoogstens aftel~ 
bc.1re deelverzameling TcS bestaat die dicht, ligt in S. 
Stelling 3.4. Zij s1 c s2 c R, en s2 separabel. Dan is s1 sepa-
rabel. 
Bewijs. Zij •rcs2 , T dicht in s2 . Kies bij elke n (n== 1,2., •.. ) 
en elke t ET een element stn E 3 1 met II stn-tll< n- 1 , als er zo 
een stn bestaat. Zo niet, dan kiezen we geen stn· De verzame-
ling van alle gekozen stn's noemen we T1 • T1 is hoogstens af-
telbaar., en T1 c s 1 . We lcJten zien dat T1 dicht in s 1 ligt. 
Zij fES 1 ., s>O. Kies n>2£-
1
. Kies een tE Tmet llt-fll<n-1 
Bij deze tennis er een stn gekozen. Er was immers minstens 
een candidaat, nl. f. Nu is llstn-fllillstn-tll +II t-fll <2n-1 < e, 
en stn E T1 • 
Opmerking 3.1. Sommige van de hier aangegeven begrippen ziJn 
niet slechts afhankelijk van 3 doch ook van R. We beschouwen 
eens twee metrische ruimten R1 en R2 , met doorsnede R3 . Voor 
f,g ER3 zij de afstand van f tot g t.o.v. R1 dezelfde als t.o.v. 
R3 • 
Is SE R3 , dan is de afsluiting van 3 t.o.v. R1 niet nood-
zakelijk dezelfde als de afsluiting t.o.v. R2 . 
Voorbeeld 3.1. Zij R2 de IP-ruimte van de continue functies op 
[0,1] (voorbeeld 2.2), en zij R1 de deelruimte bestaande uit 
alle polynomen op [0,1] . Bij elke f E R2 en elke e>O bestaat 
er een PE R1 met lp(x)-f(x)j<e (Oi x i1) volgens de approxima-
tiestelling van Weierstrass. Dus II p-fll< s . B.1 ligt dus dicht 
in R2 • De afsluiting van R1 t.o.v. R2 is dus R2 , en de afslui-
ting van R1 t.o.v. R1 is R1 zelf. n1 is gesloten in R1 , doch 
niet in R2 • N. B. Voor opm. 3, 2 zie p. HR 9. 
CVoorbeeld;: 3. 2. Neem voor R2 een tweedimensiona le IP-ruimte:; en 
voor R1 een eendimensionale deelruimte. Neem 3=R1 . R1 is open 
in R1 , doch niet in R2 . 
Opmerking 3.3. De begrippen 11 S dicht in S II en 11 S separabel 11 1 2 
zijn kennelijk onafhankelijk van R. 
Opmerking 3 .4. Is Sc R1 c R2 , en S open t .o. v. R2 ., dan is S 
open t.o.vo R1 . Is S gesloten t.o.v, R2 , dan is S gesloten 
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t. o. V. R1 • 
Stelling 3.5. De uitdrukking Af+ µ.g is een continue functie 
van A,µ ,f,g. En (f,g) is een continue functie van fen g. 
Bewijs. Zij f
0
,g
0
ER, A
0
, µ
0 
complex. Zij e:>O. Als nu 
!If-foll <o, llg-goll <o,ll\-Ad < o, Iµ- µol < b, dan is 
I! \f+ µ g - (A 0 f 0 + µ 0 g 0 )l1~ I l\ -A,0 l'llrll + I x 0 I llf-f0 II + (idem 
met µ en g) < 0 (llr0 II +o) + 0 IA 0 l + 0 (1lg 0 II + c) + 0 1µ 0 !. 
We kunnen dit < s maken door een o te kiezen met 
O < 6 < 1 ' 0 < { I If oll + 11 go 11 + I A o I + I !J o I + 2 } - 1 8 • 
Verd er is voor II f-f O II< 0 , llg-g0 II < o : 
l(f ,g) - (f0 ,g0 ) I = I (f-f0 ,g-g0 ) + (f-f0 ,g0 ) + (f0 ,g-g 0 ) I i 
i ; o 2 + II g O 11 o + 11 f O II o • Kies nu O < 0 < 1 en o < ( 1 + II g O 11 + II f 0 1 I ) - ~ • 
Def.3.5. Zij r1 ,r2 , ..• een rij elementen van R, en ook fE R. 
We zeggen clat lim fn=f:1 of fn - f :1 als llfn-fl I - O. 
Stelling3.6.Isfn->f,gn->g, :>-..n-x ,µn-µ ,danis 
Bewijs. Volgt direct uit st.3.5. 
0£mer~tng 3,2, Neem R1 , R29 R3 weer volgens opm. 3.1. Is Sc R3 9 
S open in R1 9 dan behoeft S niet open te zi jn in R2 , 
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4. Zwakke IP-ru1mten 
We zullen vaak ruimten tegenkomen die aan de eisen van 
def.2.1 voldoen, metals enige tekortkoming dat slechts 
(f,f)l 0 geldt en niet steeds (f,f)> 0 voor alle rfo. We kun-
nen dan steeds daaruit een IP-ruimte maken door een operatic 
die we samentrekking zullen noemen, en die eigenlijk betekent 
dat we restklassen vormen modulo de deelruimte der f met 
(f,f)=0, of dat we twee elernenten steeds identj_ficeren als 
het verschil de norm nul heeft. 
Definitj_e 4.1. Een l1neaire ruimte R heet een zwakke IP-ruim-
te als er een inwendig product is gedefinieerd dat voldoet 
aan 
(f1+f2,g) = (f1,g) + (f2,g), 
(f ,g) = (g,f) , 
Met !If II l bedoelen we weer (f,f)2 • 
(rS,g) = J-.(f,g) 
(f,f) > o. 
Stelling l.f.1. In een zwakke IP-ruJ.mte geldtl!7'-fll= IA.I• llfll, 
I ( f , g ) I i. II f II • II g II , 11 f +g I I i. II f II + II g I I , I I f - gll L I II f II - 11 g II I . 
BewiJs: zie st.2.2 en st.~.3. De uitspraken over de gevallen 
waarin het gelijkteken geldt, komen echter te vervallen. 
Stelling L!,2, r 1 ER en r 2 ER heten equivalent als llf1-r2 11 =0. 
Deze equivalentierelatie is reflexief, symrnetrisch en transi-
tief. 
Bewijs. 1°. l!f-f I!= !loll= o. 2°. Uit jjr1--r211 =0 volgt 
ll r 2-f 1 11 =0. 3°. Uit II f 1-r2 II= 0 en II r 2-f 311 =0 volgt II r1-r3 II =0 wegens stellin6 1:-.1 (f1-r3=(f1-r2 )+(f2-r3 )). 
Definitie 4.2. Zij Rs de collectie van alle equivalentieklas-
sen bij de in st. l.~.2 uitgedrukte equivalentie. Zij cr 1 E Rs, 
cr 2 E Rs. Kies f 1 E CfJ1 ., f 2 E rp 2 • 0nder q; 1+ cp 2 resp. >.. cp1 verstaan 
we de klassen waartoe r 1+f2 resp. :\f1 behoren. 0nder (~ 1 , cr 2 ) 
verstaan we (f1 .,r2 ). Deze definities zijn toelaatbaar wegens: 
Stelling 4.3. •1, 1+ cp 2 , :\,r1 en (cr, 1 , qi 2 ) hangen niet van de 
speciale keuzcn van r 1 en r 2 af. 
Bew,ijs. Kies ook r 1 Ecp1 , r2 E cr 2 • Dan is l!(r1+r2)-(r1+r2 ) II~ 
~llf1-f1 1! + llf2-r2 II =0, dus r 1+r2 en r 1+r 2 be>1oren tot dezelf-
de klasse. En 11Af1- 11.f1 II = I 'A I· llr1-r1 II =0, dus Af1 en :\f1 
behoren tot dezelfde klasse. Tenslotte is I (f1,r2)-(f1 ,f2 )! = 
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Stelling 4.4. Rs is een IP-ruimte. 
Bewijs. We bewijzen slechts dat (cr,qi)> O (cp:/0). Het is duide-
liJk dat (cp,cp)2_0. Als (cp,cp)=O, en als fE cp, dan is (f,f)=O, 
dus !If-OIi =0. Dus OE cp, zodat cp de nulklasse is. 
Definitie 4.3. Rs heet de samentrekking van R. 
5. Hilbertruimten 
Def.5.1. Een rij r1 ,r2,r3 , ..• van elementen van een IP-ruimte 
R heet een fundamentaalrij, als er bij elke E >O een N is te 
vinden z6 dat 
!If - f ll<c: voor alle n > N, m > rT. n m 
De rij heet convergent als er een f E R is met f -, f 
n 
( dus II f-f n II ..... 0). Een convergente rij heeft slechts een limiet. 
Stelling 5.1. Elke convergente rij is een fundamentaalrij. 
. ~ 
Def.5.2. R heet volledig als elke fundamentaalrij convergeert. 
Def.5.3. Een volledige IP-ruimte heet een Hilbertruimte. 
Voorbeeld 5.1. Zij Seen willekeurige verzameling, en H8 de 
collectie van alle complexe functies fop Smet de eigenschap 
dat f(s) voor hoogstens aftelbaar vele s ES van nul verschilt, 
terwijl ~* l.f(s)i 2 convergeert (vgl. st.2.6). 
Is nu f E H8 , gE H8 , dan is ook A f+ µ g E H8 , want 
E*l /\ f ( s) + µ g ( s) I 2~ 2 I/\, 2 1:·* If ( s) ,2 + 2 Iµ I 2 ~➔~ I g ( s) I 2 
(gebruik ja. + P 12 = 21 a 12 +21 P 1 2- I a-·~ 1 2 ). En bovendien is 
E*f(s)gtsT absoluut convergent, want voor elke partiele som 
geldt 
door 
(zie opm.2.3). Het is nu gemakkelijk in te zien dat/ae defi-
nitie 2 
(f,g) = E* f(s) g(s) , dus II fl! = E*jr(s} 1 2 , 
H8 .een IP-ruimte wordt. We bewijzen nu dat HS volledig is. 
Zij r1 ,r2 ; •.. een fundamentaalrij. Dus llfn-fm !l 2 < E 
a ls n > N ( £), m > N ( £), dus 
Hierin is s de son1ma tieva ria bele. ICiezen we een specia le 
s
0 
ES, dan bliJl-ct door beperking tot de term met s=s 0 dat 
:::> I f n ( s 
O
) ~ fm ( s 
O
) I - < s ( n > N ( e), m > N ( e)) . 
Dus de rij r 1(s 0 ), r 2 (s 0 ), ••• is een fundamentaalrij van com-
plexe getallen, en derhalve convergent. Noem de limiet r,s 0 ). 
Door dit voor elke s
0 
te doen, is f als functie op S gedefi-
n1eerd. We la ten zien dat f E HS. Zij ( s 1 , ... , sk 1 een eindig 
deel vans. Dan is 
2 
I rn ( s J. ) - r ( s . ) 1 < s 
m J (n> N(s), m> N(e)). 
Houd s 1 , ... ,sk, n en e vast, en laat m ➔ oo • Dan blijkt 
(n>N(s)). 
Kies een e en een n >N(s). Dan is 
omdat dit voor elke eindige deelsom geldt (dater hoogstens 
aftelbaar veel termen /o zijn blijkt als in st.2.6). Dus 
fn-f E H3 , en derhalve f E HS. Verder is II f-f11 I! 2 i_ s. Dit 
geldt voor elke s mits n >N(e). v,Te concluderen dat fn ➔ f. 
De fundamentaalrij is dus convergent. 
Opm.5.1. Als S eindig is (aantal elementen n), is H8 de in 
voorbeeld 2.1 beschouwde ruimte. 
Opm.5.2~ In het biJzonder interesseren we ons voor het geval 
dat S aftelbaar is. Als S de verzameling der natuurlijke ge-
tallen is, stellen we HS door H0 voor. De Hilbertruimte H0 
bestaat dus uit alle riJen van complexe getallen (a1,a 2 , ... ) 
met ~I a , j 2 < oo • 
J 
H
0 
is bijzonder belangrijk omdat, naar later blijken zal, 
elke separabele Hilbertruimte met H isometrisch is (zie def. 
0 
2. 8). 
0pITT~5.3. Nemen we een willekeurige S, dan is in HS de volgende 
lineaire deelruimte R van bijzonder belang: Zij R3 de collectie 
van alle complexe functies fop Smet de eigenschap dat f(s) 
voor l1oogstens ~indig vele s E 3 van nul verschilt. Als S niet 
eindig is, is Rs dus een echt deel van Hs· Rs is een IP-ruim-
te (zie def.2.5), maar is niet volledig als S niet eindig is. 
Elke f uit Hs is nl. gemakkelijk als limiet te schrijven van 
een rij r 1 ,r2 , ... (fkERs)· Deze riJ is een fundamentaalrij 
in Rs, maar heeft geen limiet in R3 als f buiten Rs gekozen 
is. 
Rs ligt dicht in H3 , en daaruit volgt (st.6.3) dat H8 de 
z.g. completering van Rs is. 
6. Completering van een IP-ruimte tot Hilbertruimte 
In een IP-ruimte R behoeft niet elke fundamentaalrij een 
limiet te hebben. Het zal echter blijken dat we R kunnen ver-
groten tot een ruimte waarin zulks wel het geval is. Wanneer 
we deze uitbreiding "zo·•zuinig mogelijk 11 nemen, zal blijken dat 
zij eenduidig bepaald is op isometrie na. 
De situatie is te vergeliJken met uitbreidingsoperaties 
in de algebra. Wanneer we een integriteitsgebied I hebben 
(zoals dat der gehele getallen) dan kunnen we dat uitbreiden 
tot een groter integriteitsgebied K, waarin de deling steeds 
mogelijk is (dus een lichaam). K is zo zuinig mogelijk, als 
er geen lichaam K1 is dat I omvat en een echt deel van K is. 
Een dergeliJke K heet een quotientenlichaam van I. ZiJn Ken 
K1 quotientenlichamen van I, dan is er een isomorfie tussen 
Ken K1 die I elementsgewijs invariant laat. Bovendien geldt: 
ligt I in een lichaam K, dan is er binnen K steeds precies 
0 0 
een quotientenlichaam van I. 
Het ging hier om completering t.o.v. de deling, die in I 
niet steeds mogelijk was. Een volkomen analoge situatie ont-
staat bij een IP-ruimte, waarin het nnemen van de limiet van 
een fundamentaalrij 0 niet steeds mogelijk is. 
Def.6.1. Een Hilbertruimte H heet een completering van de IP-
ruimte R, a ls Re H, en a ls er geen Hilbertruimte H1 bes ta at 
met Re H1 e H, H1/H. (De notatie Re H betekent hier dat R een 
lineaire deelruimte van de IP-ruimte His, in de zin van def. 
2.'5). 
Is reeds bekend dat R in een Hilbertruimte H ligt, dan 
is er gemakkeliJk een completering aan te geven: 
Stelling 6.1. Is Reen deelruimte van de Hilbertruimte H, en 
R de afsluiting van R t.o.v. H, dan is Reen completering van 
R. 
Bewijs. R bestaat precies uit alle fe H die als limiet van 
een rij van elementen van R geschreven kunnen worden (zie def. 
3.1). Daaruit volgt gemakkeliJk (vgl. st,J.6) dat Reen line-
aire deelruimte van His. We laten nu zien dat R volledig is. 
Is r1 ,r2 , .•. een fundamentaslrij in R, dan is het een funda-
mentaalriJ in H. dus er is een f e I-I met f - f. Daar f e R, n n 
zien we dat fe ff=R. 
Onderstel vervolgens Re H1 e R, H1 een Hilbertruimte. Zij 
f e R, dan is daarbij een rij r 1,r2 , ... met fn e R, rn~ f. Deze 
rij is een fundamentaalrij, ligt reeds in H1 , en heeft dus 
een limiet in H1 . Dus fe H1 . Derhalve is H1=R. 
Stelling 6.2. Is Reen IP-ruimte, H een Hilbertruimte, en ReH, 
dan zijn de uitspraken 11 R gesloten t.o.v. H11 en ';R volledig'1 
gelijkwaa rdig. 
Bewijs. Uit st.6.1. Is R gesloten t.o.v. H, dan is R=R. R is 
volledig, dus Rook. 
Is R volledig, dan is Reen Hilbertruimte, Noem die even 
H1 • Dan is Re H1 eR, waaruit volgt H1=R. Dus R=R. 
Stelling 6.3. Zij Reen IP-ruimte. His dan en slechts dan 
een completering van R als H een Hilbertruimte is waarin R 
dicht ligt. 
Bewijs. Is Re H, R dicht in H, dan is H=I-1, dus H is een com-
pletering (st. 6 .1) . Zij nu Re H, en H een c ompleteririg van R. 
R is een Hilbertruimte. Noem die even l-I 1 . Daa r R c H1 c H, vin-
den we H1=H, dus R=H. 
Stelling 6.4. Is Rell (Reen IP-ruimte, H een Hilbertruimte), 
dan is er slechts een complete ring I-I 1 van R met Re H1 e H, nl. 
H1=R (afsluiting van R in H). 
Bewijs. Dat Reen completering is, staat al in st.6,1. Zij 
verder H1 een wi1lekeurige complete ring, Re H1 e H. Dus 
Re,H1 (H1 is de afsluiting van H1 in H), zodat ReH1 (st.6.2). 
R ligt dicht in H1 (st.6.3), zodat R:' H1 • Dus R=H1 . 
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Tot nu toe onderstelden we dat R in een Hilbertruimte 
lag. We laten nu dit gegeven vallen, en willen niettemin de 
existentie van een completering aantonen. 
Stelling 6.5. Elke IP-ruimte R bezit een completering. 
Bewijs. We zullen construeren: een Hilbertruimte H met een 
deelruimte L.dicht in H, en een isometrie tussen Len R. His 
dus een completering van L, en daaruit volgt direct een com-
pletering van R, nl. de ruimte die ontstaat door in Halle 
elementen van L te vervangen door de corresponderende elemen-
ten van Ren hetzelfde te doen in alle relaties f+g=h, 
Af=g, (f,g)= a (voor zover die elementen uit L bevatten). Dit 
komt dus alleen op naamsverandering neer. 
Zij K de collectie van alle fundamentaalriJen uit R. De 
som van twee fundamentaalrijen (f1,r2 , ... ) en (g1 ,g2 , ..• ) 
(f1ER, g1ER) definieren we door (r1+g1 ,r2+g2 , •.• ), en het 
scalaire product A(f1,r2 , •.• ) door (Af1 ,Af2 , ... ). Het inwen-
dige product dezer fundamentaalrijen defini~ren weals 
lim (fn,gn). Deze limiet bestaat, want uit 
n - oo 
volgt gemakkelijk dat de rij (f1 ,g1),(f2 ,g2 ), •.. een fundamen-
taalrij van complexe getallen is. Het is nu niet moeilijk te 
bewijzen dat Keen zwakke IP-ruimte is. 
Zij H=K8 (de samentrekking van K, zie def.4.1. Bij deze 
samentrekking worden de naar nul convergente fundamentaalrijen 
tot het nulelement van H samengetrokke~. Dus His een IP-ruimte. 
Het element van H dat bij de samentrekklng uit een CvE K ont-
staat, noteren we door ~s. 
Voordat we de volledigheid van H aantonen geven we eerst 
L aan. Voor f' ER zij cp f de fundamentaalriJ ( f, f, ... ). Schrijf 
(~f)s=hr· D0 collectie van alle hr's noemen we L. Lis een 
lineaire deelruimte van H, en de afbeelding f ➔ hf van R op L 
is een isometrie ((hf,hg)=lim(f,g)=(f,g))~ 
• L ligt dicht in H. Zij nl. h EH, h= cps, cr=(f1,f2, ... )E K, 
en z 1 J e: > 0 . Kies N ( e: ) z 6 d a t 11 f n - f m 11 < s v o or n > N ( E ) , m > N ( e: ) • 
Kies een m > N( e:) en stel f =g. Dan is 
m 
lim ( f n -g, f n -g)., 
n - co 
en d a a r I I f n -g 11 < E is v o or n > N ( e ) ., is de z e 1 imi et 
II h-hg II ie , terwij 1 hg E L. L ligt dus die ht in H. 
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2 < e • Dus 
Tenslotte laten we zien dat H volledig is. Zij 
h( 1 ),h( 2 ) , •.. een fundamentaalrij uit H. Kies bij h(n) 
f(n)E R, z6 dat 
een 
(dit kan, daar L dicht in H ligt). Nu is ook h ( 1 ),h _( 2 ), ••• 
een fundamentaalrij, en het is voldoende aan fte to~en dat 
deze nieuwe rij een limiet heeft (h( 1),h( 2), ... heeft dan de-
zelfde limiet). 
Wegens de isometrie tussen R en L geldt II hf-hg II= II f-g II • 
We concluderen dat (r( 1 ) ,r( 2 ), ... ) een fundamentaalrij in R is. 
Noem die cp , en zij h= <p 3 • Nu is 
en dit is <e als n voldoend groot is. Dus hf ( n ) -> h , q.e.d. 
Stelling 6.6. De completering van R is op isometrie na eendui-
dig bepaald. M.a.w. als R1 c H1 , R2 cH2 ., H1 en H2 Hilbertruim-
ten, R1 dicht in H1 , R2 dicht in H2 , en R1 isometrisch met R2 , 
dan kan die isometrie tussen R1 en R2 tot een isometrie tussen 
H1 en H2 worden voortgezet. 
Bewijs. Is h1 E H1, dan is daarbij een rij elementen uit R1 te 
vinden die naar h 1 convergeert. Dit is een fundamentaalrij in 
R1 • Daarmee correspondeert (via de isometrie) een fundamentaal-
rij uit R2 • Daar H2 volledig is, convergeert deze naar een 
element h2 van H2 • Een tweede rij uit R1 die eveneens naar h1 
convergeert levert ons dezelfde h2 op (dit is in te zien doo~ 
de beide rijen tot ~~n rij te mengen). We hebben zo een af-
beelding van H1 in H2 . Daar elke fundamentaalrij uit R2 hier-
bij•aan de beurt komt, is het een afbeelding van H1 op H2 . 
Dat het een isometrie is volgt direct uit st.J.6. Dat deze 
een voortzetting van de gegeven isometrie tussen R1 en R2 is, 
is direct in te zien door fundamentaalrijen (f,f,f, ... ) te 
bekijken. 
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7. Kwadratisch integreerbare functies op een maatruimte 
Stelling 7.1. De in voorbeeld 2.2 genoemde IP-ruimte R der con-
tinue functies op [0,1] is niet volledig. 
Bewijs. ZiJ f(x) gedefinieerd door' f(x)=1 (0i. x.s.,½), f(x)= 
= 0 ( ½ < x .s.. 1), zoda t f niet tot R b2hoor·t. Er is scl1ter een riJ 
functies fnE R aan te geven met de eigen8chap dat 
1 1 2 Jo jf(x)-f11 (x)I dx ➔ 0. Daaruit blijkt dat r1 .,r2 , ••• een funda-
mentaa lrij in R is. Hacl d,:· ze een limiet g ER, dan zou 
[ 
1
jf-gj 2 dx=0 zijn., wat onmogeliJk is: Is g(½)/0, dan is er een 
· ~ > ½ te vinden met: a I f .. g j 2 dx > 0; is g(½ )/1 dan is er cen ana-
) 1 l loog resultaat met 2 een b< 2 • 
0pmerking 7 .1. Wanneer men i. p. v. continue met Riemann-integreer-• 
bare functies werkt (waartoe echter nag moet worden samengetrok-
ken door z.g. nnulfunctiesn met nul te identificeren), dan kan 
men op analoge wiJze de onvolledigheid laten zien. EnerziJds kan 
r 1 2 da t gebeuren door een onbegrensde f te kiezen rnetj I f ( x) I dx < oo , 
bijv. f(x)=x- 1/ 3 ; anderzijds door een begrensde f O te kiezen 
die niet Riemann-integreerbaar doch wel Lebesgue-integreerbaar 
is. 
0pmer'king 7. 2. Met be.1ulp van Lebesgue-integra len komt men ech--
ter w~l tot een Hilbertruimte. Vooruitlopend op het resultaat 
beschrijven we_even de situatie: L2 ([0 3 1]) is de collectie van 
alle meetbare functies f op [0,1] die de eigenscl1ap ;1ebben dat 
f0 1 jf(x)I 2ax < oo. We definieren (f 3 g) door f 1r(x)g(x)dx. Deze L2 
is geen IP-ruimte, want (f 3 f) kan =0 ziJn ° zonder dat f=0 is. 
" 1 (f,f)=0 betekent datj jf(x)j 2dx=0 3 of dat f biJna overal nul is. 
Door samentrekking oni?staat een IP-ruimt..::: en dat is in dit geval 
een Hilbertruimte. 
Hetzelfde resultaat kan worden verkregen als we het inter-
val [0,1] (met gewone Lebesgue-maat) vervangen door een wille-
keurige maatruimte. 
WiJ zullen echter een geheel zelfstandige weg volgen 3 waar-
biJ we de resultaten van de maattheorie niet gebruiken: de inte-
gralen •zullen worden ingevocrd door middel van complete ring van 
een IP-ruimte. 
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Opmerking 7.3. Ter geruststelling kan worden vermeld dat de in 
st. 7.1 genoemde IP-ruimte dicht ligt in de in het begin van opm. 
7.2 genoemde Hilbertruimte. 
Definitie 7.1. ZiJ X een willekeurige verzameling. Een niet-lege 
collectie r van deelverzamelingen van X heet een semiring als, 
voor elk paa r A E r, BE r, zowel de doorsnede A,- B a ls het ver-
schil A B als een disjuncte som van eindig vele verzamelingen 
uit r kan worden geschreven. (Hetzelfde geldt dan automatisch 
voor de vereniging A B). 
Voorbeeld 7.1. X=(-oo, oo); r bestaat uit 1° de lege verzameling, 
en 2° alle halfopen intervallen (a, b] (-co< a < b < co). 
Opmerking 7.4. Def. 6,1 is iets beperkter dan de overeenkomstige 
in de cursus Lebesgue-integratie (Eind::ovcn 1957- 158, verder met 
LE aangeduid, def. 1.1.5), doordet naftelbaar vele 11 door 11 eindig 
velen is vervangen. Voor de practijk is def.7.1 echter ruim-
schoots voldoende. 
Defini tie 7. 2. Een func tie µ die aan elke A E r een gegenera li-
seerd getal µ(A) (met Os_ µ(A)s_co) toevoegt, heet een maat op 
r, als µ(¢)=0 (¢ stelt de lege verzameling voor), en als voor co_ 
elke disjuncte splitsing A= i=1 A1 (A Er, A1 Er) geldt µ (A)= 
= L'.~ µ(A 1 ). ( µ heet dan totaal-additief). 
Definitie 7.3. Voldoen X, r enµ aan de eisen van def.7.1 en 
def • 7 • 2 , d a n z egg en we d a t ( X , r , µ ) e en ma a t ru im t e ts . 
Voorbeeld 7.2. ZiJ X een deelinterval van (-co,oo), en r de col-
lectie van alle halfopen deelintervallen (a,b] van X, plus de 
lege verzameling. ZiJ g een re~le (overal eindige) monotoon niet-
dalende functie op X, en defini~er µ door µ((a,b])=g(b+)-g(a+). 
(Met g(b+) wordt de recl1terlimiet van g in b bedoeld). Dan is 
(X, r, µ) een maatruimte (Stieltjesmaatruimte. Zie LE blz.14 en 
blz. 66). 
Definitie 7. 1+. ZiJ (x,r,µ) een maatruimte. Onder een speciale 
trapfunctie verstaan we ;~en functie die een lineaire combinatie 
(complexe coeffic-i_e•nten) van eindig vele XAo 's is, waar'in 
slechts A1
1 s optreden met eindige maat ( X Alis de karakteris-
tieke ffefunctie van A: XA(x)=1 als xEA, en andePs O). De collec-
tie van alle speciale trapfuncties stellen we door T voor (vgl. 
LE blz.!fO, daar werd echter 1r* gebruikt i.p.v. T). 
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Is tE T., t= Eb, XA (eindige som), dan definieren we 
'IX l i t(x)d µ = Eb. µ(A,). (Gemakkelijk is aan te tonen dat deze 
l l 
definitie onafhankelijk is van de voor t gekozen splitsing in 
karakteristieke functies, vgl. LE blz.42). 
Stelling 7.2. Met de triviale definitie van som en scalair pro-
duct wordt T een lineaire ruimte. Is verder t 1 ET, t 2 E ·:r dan 
ligt ook t 1t 2 (d.i. de functie die in een punt x de waarde 
t 1 (x)t 2(x) aanneemt) in T. Definieren we 
r (t 1 .,t 2 ) =jx t 1 (x)t 2 (x)d µ, 
dan wordt Teen zwakke IP-ruimte. 
Opmerking 7.5. Het woord 11 zwakke 11 mag niet worden weggelaten, 
want het kan gebeuren dat r niet-lege A's bevat met maat O. 
Definitie 7.5. De samentrekking van T noemen we Ts, en de com-
pletering van Ts stellen, we doov -L2 (X, r , µ ) voor. 
Opmerking 7.6. De elementen van deze L2 zijn abstract gedefini-
eerd (zie st.6.5), en stellen dus nog geen functies op X voor. 
Het moeten oak geen functies worden, maar zekere equivalentie-
klassen van functies (vgl. opm.7.2). We zullen nu dus eerst een 
equivalentiede£initie voor functies op X geven. 
Definitie 7 .6. Zij (X., r 3 µ) een maatruimte. We zeggen dat een 
deelverzameling S van X de maat O heeft (notatie µ (S)=O) als 
er bij elke 8 > 0 een rij A1 ,A 2,... (Ai Er ) is te vinden met 
00 
s , 
Stelling 7.3. Heeft elk van de verzamelingen S. (i=1,2; ... ) de· 
l 
maat O, dan heeft oak de vereniging de maat o. 
Definitie 7.7. Twee op X gedefinieerde functies r 1 en r 2 heten 
equivalent als de verzameling van alle x met r 1(x)/f2(x) de 
maat O heeft. (Men zegt dan oak dat r1=r2 (p.p.), of dat r1-r 2 
bijna overa 1 nul is). Deze equi va lentie-rela tie is symmet risch., 
reflexief en transitief. De collectie van alle equivalentieklas-
sen stellen we door~ vo6r. 
Opmerking 7.7. Met de voor de hand liggende definitie van som 
en scalair product wordt ~ een lineaire ruimte. 
Opmerking 7.8. Zijn t 1 en t 2 trapfuncties die warden geidentifi-
ceerd bij de samentrekking van T tot Ts, dan ziJn ze ook equiva-
lent in de zin van def.7.7. 
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We zullen nu L2 (X., r , µ ) in qi inbedden. 
Stelling 7.4. Is t 1 ,t2,t3., ... een fundamentaalrij in T, dan is 
er een deelrij die voor bijna elke x convergeert. Dit wil zeg-
gen: er zijn natuurlijke getallen n1 .,n2 , ... , en er is een S cX 
met µ (S)=O z6 dat voor elke x EX\ S de rij t (x),t (x), •.. 
n1 n2 
convergeert. 
Bewijs. Kies nk z6 dat nk > nk-'1 (als k > 1 is) en z6 a.at 
lltm-tnll < 2-2k is voor alle m2_nk, n2. nk. Dit legt de deelrij 
vast. Gemakshalve nummeren we deze opnieuw: we vervangen tn 
door tk. Nu is dus II tk+1-tkll < 2-2k. k 
Zij a positief., t ET., lit!!< a 2 • Eriseen eindig aantal dis-
juncte Ai Er aan te geven op elk waarvan t(x) een constante 
waarde -/0 heeft. Op sommige Ai 's kan jt(x)l > a zijn, maar daar 
{ xlt(x)j 2aµ < a4 is, is de som van de maten dezer A. 1 S kleiner ~ 2 J. dan a • Stel de vereniging dezer Ai's door U(t;a) voor. 
Als x zo gekozen is dat t 1 (x),t 2(x)., ••• niet convergeert, 
dan is oneindig vaak I tk+1 (x)-tk(x) I> 2-k, dus x ligt in onein-
dig vele der Uk., waarin Uk=U(tk+'1-tk;2-k). Voor elk natuurliJk 
getal N geldt dus dat de verzameling der x waarvoor de rij 
divergeert.,kan worden overdekt door de vereniging van UN,UN+'l'··· . 
Di t is een vereniging van a ftelbaa r vele Ai E r , en de som der 
maten van deze Ai is <2-2N+2-2N- 2+ ••.• De uitzonderingsverza-
meling heeft dus de maat O. 
Stelling 7.5. Zij gEL2(x,r, µ). Kies een rij s 1 ,s2., •.. (s 1ETs) 
met II si -gll - 0. Kies ui t elke s 1 een ti E T. Kies van t 1 , t 2 ., ... 
een deelrij die voor bijna alle x convergeert., en noem deli-
miet f(x) (definieer bijv. f(x)=O als de limiet niet bestaat). 
Zij ~ de equivalentieklasse van f. Dan is~ onafhankelijk van 
de zoeven gemaakte keuzen. De toevoeging van g - ~ is een 
lineaire een-eenduidige afbeelding van L2 in '~. Bij deze _af-
beelding gaat elke s E Ts in zijn eigen functieklasse over (nl. 
in de klasse van t., als teen willekeurig element vans is). 
Bewijs. Dat ~ niet afhangt van de drie gemaakte keuzen blijkt 
als volgt. Zij (na het aanbrengen van een nieuwe nummering) 
11s 1 -gll _,, O., 1!s1 1 -gll ➔ o, tiEs1 ., t 1 'Es1 1 , t 1 (x) _,,f(x) (p.p.)., 
ti. 1 (i)...,f'(x) (p.p.). Noem s.-s. '=s. 11 ., t,-t. '=t.n. Dan is f 2 J. l. J. l J. l 
!lsi"II - O, dus J jt1 11 (x)I dµ _,,Oen t 1 n(x)-+ f(x)-f'(x) (p.p.). 
Door op een dee1rij over te gaan kunnen we bereiken dat 
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jjt
1
."ll <2-41 • Deze rij mengen we met nullen: t. 11 ,o,t2 11 ,o,t3
11
, •••• 1 2k Ste11Em we deze door v 1 ,v2 ,v3, •.. voor, dan geldt llvk+1-vkll <2- • 
Volgens het bewijs van st. 7.4 blijkt nu dat vk(x) bijna overal 
convergeert. Daaruit volgt dat tk 11 (x) bijna overal naar nul con-
vergeert, dus f(x)=f'(x) (p.p.). Dus fen f' liggen in dezelf-
de klasse. 
De lineariteit van de afbeelding g-> cp volgt gemakkelijk 
uit het feit dat t 1 (x) -)f(x) (p.p.) en t 1
1 (x)-f 1 (x) (p.p.) 
impliceren dat At.(x)+,..'to '(x) -> >--f(x)+ ~'f'(x) (p.p.) (st. 
l l 
7.3). 
Het kost enige moeite om de een-eenduidigheid van deaf-
beelding aan te tonen. Daartoe moeten we laten zien: Is 
t 1 "t2 , ••• een fundamentaalrij in T, en is ti(x)-> O (p.p.)., 
dan is II ti II - O. 
Neem het tegendeel aan. Dan is er een p > 0 zodat oneindig 
vaa k 1!t1 II> p. Door op een deelrij over te gaan bereiken we da t 
het voldoende is om een tegenspraak te verkr,ijgen uit de gege-
vens: t,1-9t 2 , ... is fundamentaalrij., lltil! > 1 (alle iL 
t 1 (x)-) O (p.p.). 
Door weer op een deelrij over te gaan kunnen we bereiken 
dat !lt1 -t 2 11 + llt2 -t3 11 + •.• convergeert, vgl. het begin van het 
bewijs van st.7.4., en door daarvan een beginstuk weg te laten 
bereiken we een nieuwe rij t 1 ,t2 , ... die voldoet aan 
Daa r t 1 een trapfunctie is., is er een eindige M > O met l t 1 (x) Ii_ M(x EX). En er is een eindige disjuncte som S= _E~Aj 
(AjE r) zo dat t1(x)=0 als x buiten S ligt~ terWiJl E~.µ(Aj)= 
=K <oo is. Wegens llt1 jl >1 is M>O, K>O. 
Zij t~ ET gedefinieerd door t~(x)=min(lt 1 (x)l .P•"51tn(x)I ). 
Dan is M2, t~(x) 2. t~+1 (x), t~(x)-> 0 (p.p.)., t~(x)=O buiten S, en 
lit~ II >½. Dit laatste blijkt a ls volgt: 
dus 
+ 1tn_1 (x)-tn(x) I 2. lt 1 (x)I. 
(alle x), 
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1 
Zij Sn de verzameling van alle x ES waarvoor t~(x) < (8K)-2 • 
Dan is 
Sn is een disjuncte som van elementen van r, onder µ(Sn) 
wordt de som van de maten daarvan verstaan). Dus 
µ(Sn)< µ(S)-(8M2 )-1 • 
We hebben s1 c s 2 cs3 c .... lJegens t~(x) _, o (p.p.) ligt 
bijna elke x ES in een der Sn. Zij A13A2 , ... een rij (A1E r) 
waarvan de vereniging de uitzonderingspunten bedektJ met 
i:µ(A 1 ) < (8M
2 )-1 • Nu wordt de gehelc S overclekt door 
A1 :;A2" ••• ., S1.sS2\ s1 ~ s3 . s2" ••• J 
en de som der maten van deze stukken is < µ(S). Dit is in 
strijd met het feit dat µ totaal-additief is (tot nu toe werd 
steeds slechts de additiviteit gebruikt, hier wordt voor het 
eerst de totaal-additiviteit uitgebuit). 
Hiermee is de eeneenduidigheid aangetoond. Tenslotte 
gaan we na water met een s ETs gebeurt. sis een klasse van 
trapfuncties die twee aan twee equivalent ziJn in de zin dat 
het absolute kwadraat van hun verschil de waarde nul heeft 
(zie def.7.5). Om het beeld vans in~ te vinden mogen we 
s=s 1=s 2= ... nemen. Zij teen trapfunctie uit S 3 dan kunnen 
we de fundamentaalrij t,t 1 ••• gebruiken; deze convergeert 
overal naar t. Het beeld vans is nu de klasse van alle func-
ties f met de eigenschap dat f(x)=t(x) (p.p.). We vinden bo-
vendien (wat ook gemakkelijk direct te bewiJzen is): 
Als t1ET, t2ET dan is 
f !t1 (x) - t 2 ( .) j2dµ =0 ~ ~ t 1 (x)-t2 (x) = 0 (p.p.). 
' 
Definitie 7.8. Daar L2 (x,r,µ) als completering van Ts toch 
slechts op isometrie na was gedefinieerd, mogen we aan de ele-
menten ervan nog een concrete betekenis geven: elke g E L2 (x,r ,µ) 
interpreteren we a ls de in st. 7 .5 daarmee corresponderende (j). 
•· 
Daardoor is een deelruimte van~ tot Hilbertruimte gemaakt, 
waarin T overal dicht ligt. 
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Opmerking 7.9. Eigenlijk zijn de elementen van T geen ele-
menten van qi • Voortaan moeten we ender een element van T 
verstaan: een klasse van functies op X die bijna overal ge-
lijk zijn aan eenzelfde speciale trapfunctie. 
Definitie 7.9. Een op X gedefinieerde complexe functie f 
heet kwadratisch integreerbaar (t.o.v. r enµ) als f tot een 
equivalentieklasse cp E L2(x,r,µ) behoort. Zijn r 1 en r 2 kwa-
dratisch integreerbaar 2 dan definieren we de Lebesgue-inte-
graal van r1r 2 door {r1 (x)r2 (x)dµ =(cp1 ;cp 2 ), waarin <Jl 1 ,cp 2 
de met r1 ,r2 correspoflderende klassen zijn. We zullen i.p.v. (<p 1 ,cp 2 ) ook wel (f1 ,r2 ) schrijven (na deze definitie vormen 
de kwadratisch integreerbare functies een zwakke IP-ruimte). 
Opmerking 7~n Van hieruit kan de theorie van de Lebesgue-
integralen geheel warden opgebouwd. Het is echter vervelend 
dat voor dit doel de ruimte X nog in stukken moet warden ge-
knipt en ook functies in stukken moeten warden gesplitst. 
Dit zou in mindere mate nodig geweest zijn als we de comple-
tering van de metrische ruimte Ts hadden uitgevoerd met de 
a f stand s def in it i e f I t l d µ i . p . v • met ( f I t l 2 d µ) ½ • 
Definitie 7,10. Is EcX, en is 'XEcL2 (x,r,µ), dan heet E 
meetbaar, en de maat van E definieren we door µ(E)=llxEll 
(als EE r, dan stemt dit met de oude definitie overeen). Een 
disjuncte som van zulke E's wordt oak meetbaar genoemd, en 
als maat wordt de som van de maten van deze stukken genomen 
(de maat kan dus oneindig zijn). 
Opmerking 7.11. We noemen nag een paar dingen die gemakkelijk 
af te leiden zijn: 1°. Is fnEL2 , fEL2 , II f-fn II ->O, dan is er 
een deelrij der f-f die p.p. convergeert. 2°. Is A"Er, 
n l 
L'.~ µ (A1 ) < oo, E j meetbaa r, E1cE2c ... c L'. ~ µ (A1 ), dan is ook 
lim E. meetbaar. Hieruit volgt dat de meetbare verzamelingen 
J 
een sigmaring vormen (LE blz.10). 3°. Is fEL2 , f reeel, a 
reeel, dan is de verzameling der x met f(x) > a een meetbare 
verzameling. 
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8. Orthogonaal complement 
Definitie 8.1. Als Ren R1 IP-ruimten zijn, met Re R1 , dan 
wordt de verzameling van alle f E R1 met fj_R (d .w.z. rj_g voor 
alle gE R) het orthogonale complement van R in R1 genoemd. 
Notatie R1 .s- R. 
Stelling 8 .1. R1 -e- R is een lineaire deelruimte van R1 , die ge-
sloten is in R1 . 
Bewijs. Uit f 1l.R, f 2j_R volgt direct dat elke lineaire combi-
natie van r 1 en r 2 loodrecht op R staat. 
Zij nu fn ER1 ..g.R (n=1,2, ... L fn->fER1 . Voor ellrn gE R 
is ( f n , g ) = 0 , du s ( f , g ) = 0 • Dus f j_ R )I z o d a t f E R 1 ..o. R • 
Stelling 8.2. Als R de afsluiting van R in R1 is)/ dan is 
R'1 -e- R=R1 .o. R. 
Bewijs. Als fj_R, dan ook fj_R. Als fj_R, dan is (f,g)=O voor 
elke gE R, dus ook (f}g)=O voor elke gE .. R. 
Stelling 8 .3. Als Re R1 , en R volledig is ( dus een Hilbert-
ruimte is), dan is 
_R_'.1 = R + ( R'1 .a. R) 
R'1 .@._ . ( R1 e- R) :;;; R. 
(directe som), en 
BewiJs. Zi) fE R1 , en d=inf llf-gl! • We kiezen een rij g1 ,g2 , .•. gER 
met gn ER, II f-gn 11 -, d. Op grond van de betrekking 
· 2 · 2 . 2 2 
llh1+h2II + llh1-h2!1 = 211 h1 ll + 2 llh2II 
voor elementen h 1 ;h 2 van een IP-ruimte (= formule voor de lengte 
van een zwaartelijn in een driehoek) geldt 
Daar II f-½(gn+gm)II 2. d is, vinden we dat bij gegeven e: een N 
kan wo.r-den. bepaald z6 dat voor n > N, m > N geldt 
11 gn -gm 112 < 2 ( d + e:) 2 + 2 { d +£) 2 - i~d 2 = 8 e: d + 4 e: 2 . 
•· 
Bijgevolg is g 1 ,g2 , ... een fundamentaalrij. Daar R volledig·is, 
is er een g-E R met gn .:_> g. ~we zien nu dat llr-gll= lim llr-gn II =d. 
We kunnen nu aantonen dat f-gj_R. Zij nl. h ER, dan is voor alle 
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complexe getallen i 
l!r-g + i1.hl!2 2. llr-gll 2 ., 
dus 'X°(f-g.,h) + >..(h,f-g) + l >-- 12(h.,h) 2_0. Door ,., =-£(f-g,h) te 
kiezen vinden we dat Ej(f-gjh) !2(e(h,h)-2)2.0, dus door ervoor 
te zorgen, dat e > O., e (h,h) < 2, vinden we dat (f-g,h)=O. 
We hebben nu aangetoond dat elke fE R1 te schrijven is als 
f=g+(f-g) met gE R, f-g E R1 -G-R. Dit kan maar op een manier. Is 
nl. ook f=g '+( f-g'), g I E R., f-g I E R1 -e-R, dan is g-g '= 
=(f-g')-(f-g) E R1 .o.R, dus g-g 1j_R, dus g-g 1.l_g-g', dus g-g'=O. 
Nu is bewezen dat R1 directe som van Ren R1 .o.R is. 
De tweede beweririg volgt hieruit gemakkelijk. Zij f E R1 , 
f..l (R1 -9- R). We splitsen f=g+h, g ER, h E (R1 .o. R). Aangezien 
gj_(R1 -e-R), is nu ook f-g=hj_(R1 -G- R), dus h_Lh.; dus h=O. Du3 
f ER. Omgekeerd geldt: als fE R dan is f_j_(R1 .g. R). 
Opmerking 8.1. Men kan zich afvragen of althans het tweede ge-
deelte van st.8.3 (dat uit het eerste deel volgde zonder van de 
volledigheid van R gebruik te maken) ook uit andere veronder-
stellingen bewezerj kan warden. Men kan proberen 
1°. R gesloten in R1 (als R volledig is, is dit automatisch 
vervuld), doch dit blijkt niet afdoende te zijn (voorbeeld 8.1). 
Ook kan men proberen de voorwaarde 
0 2. R1 is een Hilbertruimte. 
Als R gesloten is in R1 , dan is R volledig (st.6.2), zodat st. 
8. 3 kan word en toegepa st. Als R niet gesloten is, is Rd -G- (R1 .g.R)IH, 
want het linkerlid is wel gesloten (st.8.1). Dus ook 2 is niet · 
afdoende. Wel geldt echter, als R1 een Hilbertruimte is> dat 
R1 -e- (R1 -e-R)=R, want R1 -e-(R1 -e- R)=R, aangezien R volledig is (st. 
6.2), terwijl R1 -e.R=R1 .g. R (st.8.2). 
Voorbeeld 8.1. We beschouwen de numerieke Hilbertruimte H
0 
(zie 
opm.5.2). Daarin nemen we de deelruimtc R1 van alle rijen (a 1 ,« 2 J ••• ) waarin slechts eindig vele a'a van nul verschillen 
(zie opm.5.3). KieD in H0 een element dat buiten R1 ligt, bijv. 
_2 -1 -2 -3 ) -[J:>I ( )- } b- ~J 2 , 2 , . • . • Neem nu R- .1 1 f E R1, f, b -0 • 
R is gesloten in R1 . Want als fn ER., fn ➔ f, f E R1, dan is (f.,b)=lim(fn,b)=O, zodat f ER. We laten vervolgens zien dat 
R1 -e-R=O ( zoda t de ui tspra ken van st. 8. 3 niet doorga an) . Zij 
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gE R1 -e-R. Dus gER1 ., zodat g de vorm (o.1 ., •.. ,an.,0.,0., ... ) heeft. 
Kies nu h=(;1 , ... .,an,an+1 ,o.,o, ... ) z6 dat (h,b)=O (neem 
a 1=-2a -2 a 1- ... -2na1 ). Nu is h ER1 en (h,b)=O, dus h ER. n+ n n-
Daar g ER1 -G-R, is (g,h)=O. Wegens de speciale vorm van gen h 
is (g,h-g)=O., zodat nu (g,g)=O, dus g=O. 
9. Orthonormaalsystemen. 
We zetten de beschouwingen uit §2 voort (st.2.4 en verder). 
Definitie 9.1. Een orthonormaalsysteem Qin een IP-ruimte R 
heet volledig., als L (Q) (zie def.2.6) dicht ligt in R (het 
e 
woord "volledig" is hier gebruikelijk, ofschoon het niets te 
maken heeft met het in def.5.2 en verder gehant2erde begrip). 
Stelling 9.1. Elk volledig orthonormaalsysteem in een IP-ruimte 
is maxima a 1. 
Bewijs. 1°. Zij Qc R, Q een volledig orthonormaalsysteem. Zij 
f ER, fj_Q., !lfll =1. Voor alle g E Le(Q) is nu (f,g)=O., dus 
llf-gll2= !lfll2 +1~112 2. !lr!l2=1. Daar Le(Q) dicht ligt ln R is er bij 
elke E > O een g E L8 (Q) met !lf-g !I <o: • Dit levert voor E =1 een 
tegenspraak op. Dus Q is niet uit te breiden. 
Stelling 9.2. In een Hilbertruimte is elk maximaal orthonormaal-
systeem volledig. En elk onvolledig orthonormaalsysteem kan tot 
een volledig worden aangevuld. 
Bewijs. Zij Q1 een orthonormaalsysteem in de Hilbertruimte H. 
Zij H1 de afsluiting van Le(Q1 ) in H., dan is H1 volledig (st. 
3.2, 3° en st. 6.2), en Q1 is een volledig orthonormaalsysteem 
in H1 (want L8 (Q1 ) ligt dicht in H1 . Volgens st.8.3 is nu H een 
directe som: H=H1+H2 (ook H2 is een Hilbertruimte, volgens st. 
8.1). Is Q1 niet volledig., dan is H11H, dus H210. Er is dan een 
f E H2 ., II r!I =1. Daar rj_Q1 is., concluderen we dat Q1 niet maxi-
maal is. Daarmee is het eerste deel van de stelling bewezen. 
"Kies" in H2 een maximaal orthonormaalsysteem Q2 (st.2.5}. 
Nu vormen Q1 en Q2 samen een orthonormaalsysteem Qin H. _ Zij 
fE H, rJ_Q. Splits f=f1+f2, f1E H1, f2E H2. Dan is f1,-LQ2, 
f 2J_Q1 . Wegens r.J_ Q is rj_Q1 , r_J_Q2 , zoda t nu ook f 1 j_Q1 ., 
f 2 j_Q2 . Daar Q1 en Q2 maximaal zijn in H1 resp. H2 > is r 1=r2~o, 
dus f=O. Dus Q is maximaal, en derhalve volledig. 
Stelling 9.3. Zij Q een orthonormaalsysteem in een IP-ruimte R. 
Dan zijn de volgende vier voorwa?rden onderling equivalent: 
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(1) Q is volledig. 
(2) Is f ER, en zijn q 1 ,q2 , ... de aftelbaar vele elemen-· 
ten van Qmet (f,q1 )/0., dan is E~(f,q1 )qi -r (n ➔ oo). 
(3) Is f ER, dan is II r!l 2 = q~Q l(f,q) 12 • 
(4) Is f ER., g ER, dan is (f ,g) = EQ(f ,q)(g,q). qE V 
Bewijs. (1) -(2): Kies een fE Ren een £ > O. Daar Q volledig 
is, is daarbij een elements van L
8
(Q) te vinden dat tot f een 
afstand <£ heeft. Laat M het kleinste getal zijn zo dat qM+1 
niet in deze lineaire combinatie voorkomt. Zij nu N >M. 
Schrij f s nu a ls linea ire combina tie van een eindig aanta 1 q I s, 
waaronder ook q 1 , ... ,qN voorkomen (voeg zo nodig nieuwe termen 
met coefficient Otoe), maar qN+1 .,qN+2 , ••• niet. Door nu alle 
coefficienten te vervangen door de overeenkomstige Fourier-
coefficienten, krijgen we S 1 = E~(f,qi)q1 met lls'-fll (£ (st. 
2.7). Dit geldt voor alle N>M., waarmee nu (2) bewezen is. 
(2) - (1) is triviaal. 
(2) ~ (3): Volgt direct uit llf-E~(f,qi)q1 ll2= llrl! 2-E~j(f,qi)l 2 
(zie het bewijs van st.2.6). 
(4) -> (3) is triviaal (neem g=f). (3)->(4) blijkt door (3) af-
zonderlijk toe te pas sen op f+ 11. g en op f- ~- g en dan het ver-
schil te bekijken: 
A.(f,g) +"-(f.,g) = E (I(f.,q)(g,q) +A(f'";q)(g,q)). 
q EQ 
Neem nu achtereenvolgens A =1 en "- =i, enz. 
Stelling 9.4. (Riesz-Fischer). Zij H een Hilbertruimte, en Q 
een volledig orthonormaalsysteem. Als er aan elke qEQ een com-
plex geta l a ( q) is toegevoegd zodanig da t EQ lex. ( q) I 2 < 00 , dan qE 
is er een fE H z6 dat voor alle qE Q geldt (f.,q)=a. (q). 
Bewijs. Laat q1 ,q2 , •.• de hoogstens aftelbaar vele q's ziJn 
met a ( q),Jo. 
Neem fn= r~=1a(qi)q .• Dan is r 1 ,r2 , .•. een fundamentaalrij, 
want l!r + -f II 2= ii++P1 I ex. . 12< £ a ls n voldoend groot is. Zij f n p n n i 
de ,limiet van deze rij. Dan is (f,qk)= lim (fn,qk)= cx.(qk), want 
( ) ) 
n-¼co 
fn,qk = a (qk voor alle n 2_k. 
Voor een q E Q die niet onder q1 ,q2 , ••• voorkomt, is 
(f,q)=lim(fn,q) =0,en oak cx.(q)=O. 
Stelling 9.5. Zij Q een 
Hilbertruimte H. Dan is 
voorbeeld 5.1), waarbij 
definieerde functie die 
menten van Q. 
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volledig orthonormaalsysteem 1n 
er een isometrie tussen H en HQ 
elke q correspondeert met de op 
1 is in q en 0 is in alle andere 
de 
(zie 
Q ge-
ele-
Bewijs. Voeg aan elke fE H de functie Pf toe, die op Q is ge-
definieerd door Pf(q)=(f,q). Uit st.2.6 volgt dat PfEHQ. 
De afbeelding r~Pf is isometrisch (st.9.3. 4°). Uit st.9.4 
blijkt dat elk element van HQ minstens een keer als beeld voor~ 
komt, zodat onze afbeelding een isometrie is (vgl. opm.2.6). 
We hebben de existentie van 2en volledig orthonormaal-
systeem in een Hilbertruimte bewezen (st.9.2) met behulp van 
het keuzepostulaat (zie st.2.5). Voor IP-ruimten hebben we 
het in het geheel niet bewezen. Voor separabele IP-ruimten 
kunnen we het echter bewijzen, en wel constructief. 
Stelling 9.6. Is Reen separabele IP-ruimte, dan is er een 
(eindig of aftelbaar) volledig orthonormaalsysteem. En als F 
een eindige of aftelbare verzamellng is z6 dat L
8
(F) dicht 
ligt in RJ dan is er een volledig orthonormaalsysteem Q met 
Le ( Q) =Le ( F) . 
Bewijs. Zij R separabel, en zij r 1,r2 J••· een rij die dicht 
ligt in R. Laat uit deze rij fk weg als fk lineair afhanke-
lijk is van r1 , ... ,fk_1 . We houden over een rij g 11 g 2 , ••• 1 
met nog de eigenschap dat Le(G) dicht ligt in R, en Le(G)=Le(Fr 
(G stelt de verzameling {g1 ,g2 , ... 1 voor, F de verzameling i 
{f1,f2_, ... 1). 
We gaan nu orthonormaliseren (volgens het z.g. proces van 
Schmidt): 
h2 = g2 - (g2,q1)q1 
h3 = g3 - (g3,q1)q1 
q2 = h2/llh2 !I , 
(g3,q2)q2 J q3 = h3/llh3li; 
Nu is Q=f q1 ,q2 , ... } een orthonormaalsysteem. Voor 'elke k is 
,, 
Le({g1,···,gk}) = Le({q1, ... jqk} L 
zodat Le(Q) = Le(G) = Le(F). Dus Le(Q) ligt dicht in R, dus 
Q is volledig (def.9.1). 
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Stelling 9,7. De numerieke Hilbertruimte H (zie opm.5.2) is 
0 
separabel. 
Bewijs. In H
0 
beschouwen we de deelverzameling F bestaande uit 
alle (a1 ,~ 2 ,a3 ;••·) met de eigenschap: 
Re u 1 en Im 0: 1 rationaal (k=1,2., ••. ), en slechts eindig ,C K 
vele a.Jr ts I o. 
r·c 
Nu is F aftelbaar, en F ligt dicht in H
0
• 
Stelling 9.8. Is H een separabel~ iiilbcrtruimte, daG is H hf 
eindig-dimensionaal bf i2ometrisch m2t H. 
0 
Bewijs. st.9.6 en st.9.5 (a~s Q aftelbaar is, ziJn HQ en H
0 
isorn.etrisch). 
Opmerking 9.1. Hct is in een separabele IP-ruimte in bet alg~-
meen niet waar dat elk orthonormaalsysteem tot een volledig 
orthonormaa lsysteern. lean word en aangevuld ( in een Hilbertruimte 
is dat w~l waar: st.9.2). Necm nl. de Ren R1 uit voorbeeld 8.1, 
en kies in Reen volledig orthonorrn.aalsysteem Q (dit kan we-
gens st .9 .6). In R1 ii' er geen enl-rnle vector g met l!g 11 =1:, 
gj_R. De er:ilge mogeliJke 11 uitbreidingn van Q, is dus Q zelf. 
Maa r Q is g2en volledig orthonol'.'maa lsysteem in R1 ., want 
L8 (Q)c R =RI R1 . 
We geven enkele voorbeelden van ruimten met aftclbar~ 
orthonormaalsystemen. 
Voorbeeld 9.1. Zij R de ruimte van alle continue functies op 
0 _s_x _s_1., en la2t het inwendige product van f sn f; gedeflnieerd 
zijn door r1 
(f,g) =) m(x)L'(x)g(x)dx., 
·o 
waarin m(x) een begrensde posit1eve continue functie is (m(x) 
mag ook nag wel in een paar- puntcn nul zijn). Zij G de verza-
meling der functi2s 1,x,x2 .1x3.?••·, zodat L
8
(G) de verzameling 
van alle polynome~ is. Le(G) ligt dicht in R, want bij ~lke 
f ER en elke s > 0 is ee::~j pol-ynoom p te vinden met 
Jf(x)-p(x) I < s (o_<;_xs_1), zodat 
I 2 11 '2 2J 1 . !If-Pi! = m(x) jf(x)-p(x) I dx < c m(x)dx-. 
0 0 
Uit st.9.6 volgt nu dater e~n volledig orthonormaalsysteem Q 
is z6 dat elke q E Q een polynoom is. Uit het bewijs van st. 
9.6 is nog af te lezen dat er bij elke gehele 112_ 0 precies een 
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q_ E Q j_s di& dz~ graad n heeft. 
Voorbesld 9.2. Zij (X,r,i,11) een maatruimte (zie oef.7 .3). Ne~.:P1 
aan dat er een aftf;lbare collectie A,,, ,J0 !; ••• is (A.Er) zo d::::t I L ]. 
er biJ 2lke AE r en bij elke s > O een index 1 bestaat z6 dat 
A \.Ai en A1·,. A beide een maat <e hebben. Dan is L2 (x) separabeJ, 
want de met de A1
1 s opgebouwde trapfuncti2s liggcn dicht in ds 
collectie van alle traofuncties, en deze ligt weer dicht in 
L2(X). Blijkens st.9.6 is 2r nu in Lr(X) een volledig ortho-
- c 
normaalsystcsm dat geheel uit trapfuncties bestast. 
b ld 9 -o D l , · b . , 0 d r, , . 2 n: nix Voor ee .J. e 1nea1re com ina~ies er 1uncc1cs e 
(n=O,+1 1 +2, ... ) liggen dicht in de ruimta R van alle continue 
- - J1 functies op O~_x <1 (met het inwcndige p1"oduct f(x)g(x)dx), 
en ze '-' ormen e:211 orthonormaa lsysteem. H2t is dug eei.1 vol led ig 
orthonormaal::iysteem; ook voor de L2 ( [0.i1]) die door complete-
ring uit R ontstast. 
We zullcn st.9.4 toepassen op begrcnsdc lineaire functio-
nalen in een TTilbertrutmts. 
Definitie 9.2. Een lineaire functionaal Lin een IP-ruimte R 
is een lineaire afb8elding van R in het complexe vlak: voor 
2lke f ER is L(f) 2en complex getal,ll en steeds is L(af+ ~g)= 
=aL(f)+0L(gL 
L beet begrensd a ls er een get21 M > 0 is zo da t 
IL(f) I i.Mllr!I voor alle f ER. 
Stelling 9.9. Is Leen begrensde lineaire functionaal in een 
Hilbertruimte H, dan is er een g EH z6 dat L(f)=(f,g) voor alle 
f EH. 
Bewijs. Zij Q ecn volledig orthonorm22l[-;ysteem, Laat q1 j ••• ,qn 
een eindig deel van G'l zijn. Door 1L(f)i iMl11I! toe te passen 
op f= Z ~ L( qk)qk)I vinden we cla t 
n ( ) 2 n 2} 1 Z 1 11 qk I i_ M { Z 1 IL( qk) j 2 J 
dus z~!L(qk)! 2i. M2 • Daar dit voor elk eindig deel van Q g~l6t, 
blijkt dat 0 zQjL(q)i
2 < 00 • Volgens st,9.4 is er nu een gE H 
.. E V 
met (.q,g)=L(q) voor alle q e Q. 
ZiJ fe H. Kies e >O. Dan is er cen k, die een lineaire 
combinatie is van eindig vele q 1 s.i, met !If-kl! <t. Het is duide-
lijk dat L(k)=(k,g). Verder is 
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IL(f) - L(k)I = IL(f-k)liME:, 
I (f,g) - (k,g)j = l (f-k,g) 1 < E:Hgll ;) 
dus I L(f)-(f .,g)j ~ s (M+ llgll). Wegens de willekeur van e blijkt 
nu dat L(f)=(f,g). 
Opmerking 9.2. We vermelden noe een paar feiten die zonder 
veel moeite to bewijzen zijn. (1) In een IP-ruimte R is een 
lineair0 functionaal dan on slechts dan begrensd als hij con-
tinu is (d.w.z. als f ➔ L(f) een continue afbeelding is. 
(2) Als Ren R1 IP-ruimten zijn, Re R1 , en R dicht in R1 , 
dan is elke begrensde lineaire functionaal in R op precies 
een manLir tot ecn begrensde linea ire func tionaa 1 in R1 voort 
te zetten. 
Het is niet moeilijk om voorbeelden van onbegrensde 
linea ire func tiona len in onv.olled ige IP-ruimten aan te geven. 
Neem bijv. in de ruimte der continue functies op [0,1] 
·I> 
L( f )=f (½). 
In een Hilbertruimte is het minder gemakl-celijk om voor-
beelden te vinden. 
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10. De stelling van Banach-Steinhaus. 
Definitie 10.1. Een afbeelding T van een lineaire ruimte R 
in een lineaire ruimte R' heet een 1ineaire trarisformatie 
a 1 s T ( A f + µ g ) = A T f + µ Tg v o or a 11 e f, g u it R en a 11 e comp 1 e xe 
getallen A:,µ. 
Definitie 10.2. Zijn Ren R' IP-ruimten (of algemener: genor-
meerde lj_neaire ruimten)., dan heet de lineaire afbeelding T 
begrensd als er een getal M)._ 0 bestaat met !I Tfll iMl!fli voor 
alle f uit R. 
~et kl~inst-m~gelijke geta 1 M
1 
wocdt de norm van 
I 
T~enoemd. 
~tJe duiden die met ilTI! aan. Dus II TI! = sup II Tf II = sup .I~ . 
!lrll=1 fER 11 1 
f=/-0 
Voorbeeld 10.1. Nemen we voor R' de ruimte der complexe getal-
len, dan kriJgen we de begrensde lineaire functionalen (uit 
def.9.2). 
Stelling 10.1. De lineaire functionaal Tis dan en slechts dan 
begrensd als ziJ continu is. 
Bewijs. T begrensd, dan is er biJ elke e een o te vinden z6 
dat II Tf-Tg !l<e voor alle f .,g met II f-g!I <o. Men neme o =e/l!TII. 
Is T continu, dan is Tin het bijzonder continu in de 
oorsprong, dus er is een getal o z6 dat llr-oli~o garand(;ert 
IITf-0 Ii i1. Nu is voor a lle g: liTg II = o - 1llg 11· ll 1r(JI~ p) II.~. o - 1!! gll, 
(pas het voorgaande toe met f=og/ l!gjl ) :, dus T is begrensd (met 
norm io-1 ). 
Stelling 10. 2. (Banach-Steinhaus). Laat V .een verzameling van 
begrensde lineaire transformaties van een Hilbertruimte I-I ( of 
algemener: een Banachruimte) in een lineaire ruimte R' zijn. 
Neem aan dater bij elke fE H een getal Cf2.0 bestaat z6 dat 
l!Tfjl icf voor alle TE V. Dan is er een getal C2. O z6 dat 
I I T f I I i Cl I f Ii v o or a 11 e f E H , T E V . 
M.a .w.: als jjTfj!/!lfll bij vaste TE V begrensd is voor alle 
f (f=/-0), en bij vaste f begrensd is voor alle TE V, dan is die 
uitdrukking begrensd voor alle fen T. 
Bew i j s . A 1 s e r e en n b o 1 11 B in H is ( B= { f I f E H , I I f - f 
O 
11 i r J ( r> 0 ) ) 
z6 dat IITfjl begrensd is voor alle TE V, f E B:1 dan zijn we klaar, 
want voor alle gE His 
Tg = llgJjr-1(T(fo+r !!~II) - T(fo)). 
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Neem nu aan dater bij elke bol Ben elk getal N een f EB 
en een TEV bestaan met JjTf!j>N. Wegens de continuiteit van 
die T is er nu een bol B 1 c B z6 dat !!Tri!> N voor alle f e B'. 
We gaan nu uit van de eenheidsbol B1 , en kiezen T1EV en 
B2 c B1 z6 da t II T 1 f II > 1 voor a lle f E B2 . Vervolgens een T2 EV en 
een B3 c B2 met ii T2f JI > 2 voor a lle f E B3 ., enz. We kunnen er ge-
makkelijk voor zorgen dat de straal van Bn kleiner is dan n- 1 
Is fn het middelpunt van Bn' dan vormen r 1 .,r2 , .•. een funda-
mentaalriJ met limiet f. Zij f daarvan de limiet. Wegens 
llrk-rnll <n-1 (k> 11) geldt IJf-fnll ~n-· 1 , dus f E Bn voor alle n. 
Nu is l!Tnfjj > n., in strijd met het feit dat l!Tnfll S,Cf (alle n). 
We geven enkele toepassingen: 
Stelling 10.3. Laat V e2n verzameling van begrensde lineaire 
transformaties van de Hilbertruimte Hin zichzelf zijn. Bij 
e 1 k pa a r f E H, g E H is er e en Cf , g z 6 d a t I ( T f, g ) I S. C f, g v o or 
alle T EV. Dan is er een C (onafhankelijk van T) z6 dat IIT!IS.C 
voor a lle T E V. 
Bewijs. Bij vaste g EH, Te V is de transformatie f =, (Tf ,g) 
een begrensde lineaire functionaal., want 
l(Tf,g)JS.IITfj!• llgll_~jjT\l· \lrll• l\gJJ. Volgens st.10.2 (bij elke 
g afzonderlijk toegepast) is er nu een Cg met l(Tf,g)Js_cgllrll. 
We concluderen dat bij vaste f en T de transformatie 
g ~(Tf.,g) een begrensd~ lineaire functionaal is. Deze geven we 
met LTf aan. Zij W de collectie van alle LTr's die ontstaan 
door a lle f met l!r I! s_ 1 en a 112 TE V te nemen. Voor elke g 
geldt da t I Lgj begrensd is a ls L de W doorloopt., want 
I (Tf,g) IS. Cgllf II . Weer volgens st.10.2 vinden we nu dat 
I Lg I ( C Ilg I I v o or a 11 e L E W , g E I-I .i met e en C d i e n i et van L of g 
afhangt. Dus j(Tf ,g)I i cj/fll•ll~I! voor 211e Te VJ f e H, g eH. 
We passen dit toe met g=Tf: 
jjTfll 2 ~- cj/rll · l!Tf II, dus IITfli i_ c IJr II . 
Da a r d it v o or a 11 e f e H g e 1 d t , is I IT I I ~ C . 
Een andere toepassing van de stelling van Banach-Steinhaus 
is o~ de zwakke convergentie: 
Definitie 10.3. Een rij r 1 ,r2 ., ... (fneH; His een Hilbertruimte) 
heet zwak converg~.t?~ naar f e H, als voor elke g e H geldt dat 
(fn,g) - (f,g). 
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Voorbeeld 10.2_. Laat {q1 ,q2 , ... } een aftelbaar Oi"thogonaal-
systeem in H zijn. Dan convergeert qn zwak naar 0. Voor elke 
gE His nl. 6 l(g,qn)1 2 <co (st.2,6), dus a fortiori (g,qn)-}0. 
Stelling 10.4. Elke zwak convergente rij is begrcnsd. 
Bewijs. We mogen aannemeri, dat f=0. De transfo1"matie s- (g,f ) 
n 
is voor elke n een begrensde lineaire functionaal, en bij 
vaste g is (g,f) begrensd (zelfs convergent> ma2r dat gebrui-
n 
ken we niet). Dus er is een C met j(fn,g) l i_ cjlglj voor alle n 
en alle gE H. Doop nu g=fn te nemen, blijlct dat llrn lli.C. 
Als derde toepassing van st.10.2 geven we 
Stelling 10.5. (Hellinger en Toeplitz). Laat T cen lineaire 
afbeelding van de Hilbertruimte Hin zichzelf zijn, en neem 
aan dat T hermitisch is, d.w.z. (Tf,g)=(f,Tg) voor alle f,gEH. 
Dan is T begrensd. 
Bewijs. We kunnen het begrip van st.10.3 herhalen. We hebben 
dan nog maar een Tin V. De conclusie van het eerste deel van 
het bewijs laten we ~u niet op de begrensdhcid van T rusten, 
maar op 
11. Trigonometrisch momentenprobleem. 
Als a ( x) voor 0 < xi 1 monotoon niet-da lend en begrcmsd is, 
kunnen we in elk geval voor functies,. f(x) die op 0.$. xi_ 1 con-
, 
tinu zijn, de Stieltjes-integraal / f(x)da(x) beschouwen. 
We kunnen dit op grond van de (o~ 1J definitie van Stieltjes 
doen, maar oak door aansluiting aan voorbeeld 7.2 en def.7.9. 
De maat van een interval (a,b] (o..s_a < bi_1) beclraagt 
a(b+)-a(a+). Als f continu is op [0,1], is er (op grand van de 
uniforme continuiteit) een rij trapfuncties t 1 (x),t2 (x), ... 
die uniform naar f(x) convergeert (0.$.x .~ 1). Daaruit volgt dat 
deze rij een fundamentaalrij is in de zin van de op deze Stiel-
tjesmaat gebouwde L2 . (Merk daartoe op dat I t(x)I <8 (0.$.x_<;_ 1) 
impliceert dat (t.,t)_,$_8 2 (a(1+)-a(0+)); zie st.7.2). Dus fE L2 , 
en J f(x)da (;:) kan gedefinieerd worden als (f,1)(zie def. 
( 0., 1] 
?.9; met 1 wordt de functie bedoeld die identiek gelijk aan-1 
is, het is dus een trapfunctie). 
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De getalh:n J x 11 do: (x) (n=0,1,2., ... ) worden cle Stiel~ 
. ( 0, 1] 
tjes-momenten van a genoemd. rlet momcntenprobleem bahelst de 
vraag of a gevondi2n kan worden als dcze momenten gegeven zi~,n, 
Ee t ka n o o k v o o 1" ( 0" co J en ( - oo , oo ) i . p . v . v o or ( 0 ., 1 ] \\/0 l."d en 
gesteld. Wij stell6n nu de over2enkomstige vraag voor ds tr1-
gonom2trische moment2i.! 
('11.1) u = 
'n 
die biJ de thaoris de~ unitaire operatoren in een Hilbert-
ruimte optreden. 
Stelling 11.1. Laat N een natuurlijk getal zijn, en 
P_N, P-N+1 , ... ;; pN complexe getallen. Verdel." zij a (x) mono--
toon niet-dalend en begrensd op (0,1] . Dan is 
(11.2) ') N ~ N 
'-'n=-N _J rn.=-W 
- - > 
µ n--m P n Pm - 0 • 
Bewijs. Bet linkerlid bedra □ gt 
r 
J Z::Z::o p 8 2-;:(n-m)lx 
'o "] '11 m C
a r 
I Y• 
2 
""2ITn ix l d cx(x ). Pn .., 
\ J I 
Dit is dus een inw2ndig product van ee~ element van L2 met 
zichzelf, en der~1alve ..?..O. 
We zullen in dc-:ze paragraaf laten zien dat ook het omge-
keerde van st.11.1 geldt, d.w.z. als de µn 1 s getallen ziJn met 
de eigenschap dat (11.2) geldt voor alle N en alle stellen p 1 sJ 
dan is er een begrensde monotoon niet-dalende functie a(x) 
waarvoor (11.1) geldt. . ~ N n • 
St 11 0 ,1 ,1 2 r 7 • . ( 2 n: l X ) \ c.:'. ;i: l kx . t . h . e ing 1 , •• 6lJ Pe =/ pke een trigonome rise_ 
0 '-' •• f1 '-
polynoom met P(e 2n: 1x) _>,_O voor alJ.e reele x. Dan is er een tri-
gonometrisch polynoom Q(x) zo dat P(e2n:ix)= !Q(e2nix)I 2 voor 
a lle reele 1c., 
B O • W d · /0 10 2nix ew1J s. e mogen a ann2men a~ pN7" , p •~r . Noem e =Z:; 
2 · N k -~ -Gt P( e nix)= "·p z p z ·"(,7 IV) r,.,., ) n~·:i1" P(z) rr·>'~1. ,. -M k = N \6-•v..'1 • • • -·•·N+:'I ' __ ac. ,:;\:\:.-' lS 
voor I z I =1 _, l1ebb0n w,, 
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------=l" We constateren nu dat ak_ en a. dezelfde multipliciteit heb-1.c 
ben als nulpunten van P(z), Daar P 2. 0 op dE:o eenheidscirkel, 
hebben de eventueel op die cirkel gelegen nulpu~ten een even 
multipliciteit. Stellen vJe nu de bin:1en de cirkel gelsgen nul-· 
punten en de helft van de op de cirkel gelegcn nulpunten door 
a1 :; ... J a.K voor, dan is N Hll=2K, en 
Nosm nu Q(z)=(z-a1 ) ... (z-a.K). Dan is 
!Q(z)l 2 = czM-K P(z) 
met een zekers c onstante c. Ui t het 0 egcv01: vol6 t nu c 2. 0, K=M. 
Definitie 11.1. De lineaire ruimte die beataat uit alle trigo-
nometrische polynomen word0 met R aangeduid. Rr (rasp.Rnn) be-
tekent de deelv2i....,zam1.:,ling vai1 alle PER m::;t P(e 2nix) reeel 
( resp. niet-nee;atief) (0<x<1). A1s PER_. QER betekent P_>Q, 
- - r· r 
dat P·-QER . Du:.'! P> 0 beteku1t PER . of P(x) >0 (o<x<1). 
nn ·· · . nn • - - --
Stalling 11,3. Laat µ
11
(n=0,±1, ... ) zodanig iegsven zijn dat 
voor alle N,p aan (11.2) is voldaan. Op R wordt de lineaire 
functionaal L gedefinieerd door 
Dan geldt 
10. 
20. 
30. 
40. 
L(P) > 0 als P~?: 0:1 
L(P) is reeel a1s PEH_.,:1 
2ni"'L L( P) < !t max P ( e ' "') 
-
0 0<x <1 
-· --· 2TTi v I L ( P ) I i µ max I P ( e " ) I 0 os_x~ 1 
( P E R1J :1 
( P E Rr) . 
o 2nix . 1 2 BewiJ3. 1 . JUs P2. 0, z=e :; dan i;s P(z)=IQ(z) 1 met QE i={ 
(st.11.2). Dus:; a1s Q de cocfficientcn q_K, ... ,qK heeft: 
2 " K \1 K 2 n: ,, ( ) K K !Q(z)I =) \ q q e l n-m x, L(P)= ~ ~ qnqm µ n-m' 
~=-K L..Jm=-K n m n=-K m=-K 
en ui t het gegeven betreffende de µ 1 s volgt da t L( P) 2. 0. 
2°. Als PE R
1
...,:; dan P=P 1 -r2 , P 1 2_ 0, P2 2.0; nu kan 1° warden 
toegepast. 
HR 37 
o 2nix . 3 . Zij PE Rr, m===max P(c ) . Dan is m.-P 2. O, dus 
L(P)i mL(1)=m µ
0
• Merk op dat µ
0
2_0, want µ
0
=L(1) en 12_0. 
4o. Pas 3° ' P P ~oe op en op - . 
t t l . ( p ( 2n ix) ( 2n ix})= ( ) 11 Dan bes aa _1m n e -Qn e ~ x voor e Ke x, en 
lim L(Pn-Q
11
) bestaat. Wordt cp (x) op dezelfde wiJze benaderd 
door een rij P'~-C,)*., dan vindcn w2 voor lim L(P ➔:-_Q*) weer de-
n ,n n n -
zelfde waarde. We duiden die waarde met L(cp) aan (ala rpERr 
is deze definitie niet in strij~ m0t de bestaande). Als rp(x)2_0 
(Oi xi_ 1), dan is L(cp)2_ o. 
BewiJs. L(P 1 ) >L(P 2 ) > ... >0, du'3 l:im L(P ) bcstaat. Evenzo - - - n - - -
bestaat lim L(Q ) . Laat nu P -G, -, q: !) P''(--Q ➔:--, cl,, en cp(x) < q.•(x) 
n n 'n n n 1 - · 
( 0 < x < 1). Kies s > 0, m > 0. Zij V ___ gcdefi::-iieerd door 
- - !J 
Daar Pn, enz. continu ziJn~ is elke Vn compact. Daar boven-
dien V1 .:)v2 .-)v3 :; ... , is of Vn leeg op den duur, of er is een 
x die in alle V bevat is. Het laatste geval is uitgesloten, 
n 
want dan zou 
lim (P
11
( 8 2nix)+Q;(e2nix) 2. Qm(e2nix)+P;(e2nix)+ 8 2. 
n - oo 
> l o (ri ( 2rtix) p-l''( 2rcix) un "'" e + e +8 m m m ...., oo 
zijn, in strijd met het feit dat lim(P +Q*)< lim(Q +P*). Dus 
· n n - n n 
V is leeg op den duur, zodat P +Q 1~ < Q +P* +s voor n > n (s,m), 
n n n-- m m o 
* * dus L(P -Q ) < L(P -Q ')+ £ • Latcn we nu eerst n - oo. dan m - oo • n m - m vn ; ; 
en daarna £ -:•0, dan blijkt dat lim L(P -Gl ) < lim L(P-*-Q'i-). 
n vn - n n 
JUs cp = (\;, kunnen we cp en (jJ verwisselen, C;n dan komt er 
het gelijkteken. Door cp =0 te nemen:; vinden we da t {jJ 2. 0 im-
pliceert L( <jJ) 2. 0. Als cp ER., dan kunnen we nemen P n= cp , Qn=0, 
en dus L(Pn-Qn) - L(cp). Als qi 2.0, P
11
-Q
11 
->cp • 
~ 
Stelling 11.5. Zij ~ de verzameling van alle op (0,1] re~le 
functies cp die de eigenschap hebben dater rijen P1 ,P2 J••·, Q1 ,Q2 , ... bestaan, in de zin van st2lling 11.4, met 
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21tix 2rcix Pn(e )-Qn(e - ) - cp(x) voor allc x. Dan is r;p een reelto 
lineaire ruimte., en daarop is L cen lin2aire functionaal. 
Bewijs. Als P -0 ➔ cp., dan aP --aQ ....,a cp (a> 0)., 
n "11 n n I a IQn- la IP., -,a cp (a <O). In beidG g2vallEm is ge~akkelijk in 
te zien dat L(acp )=aL(cp). Als Pn-Qn--l-,cp) ~
1
-Q1~ -<- J dan is 
P +P ➔~-(Q +Q*)-. cp + (p. En L(cp+ q; )=lim L(Pn+P:1 -Qn-Qn➔f)= n n n n 1 1 
=lim( P n -Qn) +lim( P ~-C:1,~c)=L( cp) +L( q;). 
Stelling 11.6. Zij 0 < ti 1., 2n cpt(x)=1 (0 <xi t)., 
cp t ( x )=0 ( t < x -~ 1) • Dal: is cp t E ~ • 
Bewijs. B2schouw d0; functie c;;t(x)=1+x-t+[t-x] ([x-t] stelt 
het grootste gehele g2t__c3l i x-t voor). Gemakshalv,_j bekiJken 
we -oo < x < co~ waarin q;t(x) periodiek modulo 1 is. Laat n 
een na tuurlijk geta 1 zijn. Dan is., voor elk na tuur-lijk geta 1 
n: 
Er is nu een continue periodieke functic die tusse~ 
I ( 0-D) -D 
'+'t X-i::. +2.2 en ' (;'-2-n+1)+2 2-n+1 q;., _.,,_ - II, -G 
ligt. Daar elke continue periodicke functie uniform door 
trigonometrisch2 polynomen is te approximcr~~, is 2r ook een 
trigonometrisch polynoom P te vind2n dat tussen die grenzen 
n 
ligt. Nu geldt P1 2_P2 2. ... 2.0j en lim Pn= (j;t. Dus q;tE q,\, 
Aangezien cpt= lj;t- q;
0
-t, bliJkt nu dat cpt Eif.. 
Stelling 11.7. ZiJ ~t gedefinieerd alR in st.11.6 en a (t) 
door a(t)=L(cpt) (0<t_5_1). Dan is a bc:grensd en monotoon 
niet-dalend 2n de r1 's zijn de trigonometrische momenten van 
n 
a, (zie (11.1)). 
Bew i J s . A 1 s 0 < s < t ;:;_ 1 , d an 
L(cp 8 ),5_L(q\) (st.11.4), dus 
is cp
8
(x) < cpt(x) voor alle x, dus 
a(s)_~cx(t). Verder is oi_a(t)<o:(1) 
( 0 < ti_ 1) 2 dus c. is begr>ensd. 
Elke re~le trapfunctie f(x) (opgebouwd met behulp van 
intervallen (a,b]) is als lineaire combinatie van functies 
cpt(x) to schrijven, zodat f E 0 . En aangezien 
I qit(x) d a (x) = a (t) = L(q>t) > ( J, 1] 
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zien we dat ook J f(x)d a. (x)=L(f) voor elke trapfunctie f. 
( 0 .91 ] 
Voor elk reeel trigonometrisch polynoom Pis nu dezelfde rela-
tie t8 bewijzen, warit P is in te sluiten tu,ssen trapfuncties 
f en f+ r:: • Derhalve is 
Ook is (st.11.4) L(f) iL(P)~. L(f+s). Zo bliJkt dat 
J P(e 2 nix)d a (x) = L(P). 
( 0, 1] 
In het bijzondcr g2ldt met P(z)= -{}zn+--}z·••n: 
J ~ a 8 2nnix+ t: -2rmix), ( ) c -;;-· v t;' e a a x = ·u µ + ·ttµ • ( D ~ , 1 
Door dit met -8-=1 J."',:,Sp. -&=i toe te passcn 5 vindt msn (11.1). 
Opmerking 11.1. Ons resultaat is nauw verwant met de volgende 
stelling van Riesz: Is Leen lineairc functionaal op de ruim-
tc van alle continu2 functies op ~,1] 5 en is er een M zo dat 
jL(f)liM voor alle continue f met /r(x)I i1 (Oix".1), dan 
is er een functiE.: ~(x), van begr>ensde variati8 op [ 0;1], met 
de e1genscl-iap clat L(f)= J f(x)d f (x) voor alls continue 
functies f. (o, 1 ] 
12. Hulpstellingen betreffende L2 . 
We noemen een aantal stellingcm ov2r de L2 (x, r 5 µ) (zie def. 
7.5, def.7.8 en def.7.9). De bewiJzen laten we weg. 
Ste:lling 12.1. Zij f 11 E L2 ., f E L25 II fn-rl! _. O. Dan is er· een 
deelrij fn Jfn , ... z6 dat voor bijna elke x geldt f (x) -r(x) 
( k _. co) • 1 2 nk 
Stelling 12.2. Laat r 1 ,r2 ,r3 ir4 elementen van L2 zijn, en neem 
a a n d a t f 1 ( x ) f 2 ( ~d = f 3 ( x ff4 ( x ) ( p . p . ) . Dan is ( f 1 , f 2 ) = ( f 3 , f 4 ) • 
Deze stelling had aan def.7.9 vooraf moeten gaan. 
Stelling 12.3. ZiJ fE L2 , g EL2 , lf(x)li.1 (p.p.). Dan is ook: 
fgeL2 (fg is gccicfinieerd door fg(x)=f(x)g(x) (xEX)). 
De volgende stellingen hebben beteekking op een Stieltjes-
Lebesgue-maatruimte, vastgelegd door een monotoon niet-dalende 
begrensde functie a (x) op (0,1] . 
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Stelling 12.4. Zij L2=L2((0,1 ],~). Is g EL2 , 0 ~g(x) i.1 (p.p.)j 
dan is er een h EL2 met O i.h(x) .).1, (h(x))2=g(x) (p.p.). 
Stelling 12.5. Zij L2=L2 ( (0,1), a. ) , fEL2 "' g E L2 • Gegeven is 
dat voor elk niet-negatief trigonometrisch polynoom P (zie 
st.11.2) geldt dat (Pf,g) 2_0 (Pf i~ het product van de func-
ties Pen f). Dan is f(x) g(x) 2_0 (;::i,p.). En als (Pf,g)=O 
voor al deze P 1 s, dan is f(x)g(x)=O (p.p.) 
13. Unitaire opcratorcn. 
Li.nea ire tra ·,Jsf 01."'ma ties va 11 ee,1 Hil ber·truimte in zicl1ze lf 
noemt men vaak operatoren. 
Definitie 13.1. Een lineeiro afbeelding U van de Hilbertruimte 
Hin zichzelf h~ot cen unitaire operator als het een isome-
trischc afbcelding van H op zichzelf is (vgl. opm.2.6). De 
isometri0 wordt uitgedrukt door (Uf,Ug)=(f,g) (alle fen g uit 
H) • 
Voo:cbeeld 13,1. In 1 0 (oj oo) i,3 de afbcelcling f ➔ g met L 
g(x) = f(x-1) als x2_ 1 
g(x) = O also< x i.1 
een isometrisch2 afbeelding, doch seen unitaire (het beeld is 
niet de gsl''£le L,::,). 
'--· 
Voorbeeld 13.2. Laat 9 een r~ble meetbare functie op (OJ oo) 
zijn. Definieer de afbeelding i - gin L2 (o, oo) door 
g(x) = f(x)eicr(x) (o .~x < oo). 
Deze afbeelding is unitair. 
Stelling 13.1. Is U unitair, dan ziJn oak u2 ,u3 , ... unitair. 
(U stelt de afbeelding f-0U(Uf) voor. En er is precies een 
uni ta ire operator V m2t TJV=VU=I (=eenheidsoperator). D2ze 
wordt met u-1 aangeduid. 
Bawijs. De bewering over u2 ,u3 ,, .. is triviaal. Verder is het, 
wegens de eeneenduidigheid van UJ duidelijk dater precies 
een,afbeelding V van Hin zichzolf is die aan UV=VU=I voldoet, 
en dat Veen eeneenduidige afbselding van Hop zichzelf is. V 
is lineair, want voor alle f ,g., ex,~ is a f+ pg=~ UVf+ f UVg= 
=U(avf+ pvg), dus v(af+ Pg) =U Vf+ rvg. En Vis isometrisch: 
(Vf,Vg) =(U(Vf), U(Vg))=(f,g). 
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Voorbeeld 13.3, Laat X een maatruimte zijn, en cp een eeneendui-
dige afbeelding van X in zichzelf, z6 dat voor elke meetbare ver-
zameling E steeds ook 9 (E) en cp- 1 (E) meetbaar zijn (cp-1 stelt 
de inverse afbeelding voor, terwijl steeds µ(E)= µ(cp(E))= 
= µ ( qi - 1 (E)) . In L2 ( X) definieren we nu de opera tor U door 
( Uf) ( X) = f ( cp ( X) ) ( X E X) . 
Dan is weer Uf E L2 , en (Uf,Ug)=(f,g) voor alle f,g E L2 . Want 
( Uf, Ug) = J f ( ~ ( x)) gfq)\XT) d µ = J f ( x) g ( X) d µ = ( f, g) , 
Deze U is dus weer unitair. Gemakkelijk is in te zien dat 
(x EX, n geheel); 
hierin is cpn de n-voudig geitereerde afbeelding als n positief 
is, terwijl cp-n hetzelfde betekent als (~-1 )n. 
Voorbeelden van cp 's zijn: 1°. bij L2 (-oo, oo): -CfJ (x)=x+1; 
2°. bij L2 (-oo,oo): cp(x)=-x; 3°. bij L2 ((0.,1]): CfJ(X)=x+p-[x+p] 
(p constant); 4~ bij het euclidische vlak: cp = een beweging. 
Definitie 13.2. Een unitaire operator U in de Hilbertruimte H 
heet primitief als er een f
0
E His z6 dat de eindige lineaire 
combinaties 
-2 -1 2 
... ,u f 0 ,U f 0 ,f 0 ,Uf0 ,u f 0 , ••. 
dicht in H liggen. We zeggen ook wel dat H door f
0 
en U wordt 
voortgebracht, of dat H primitief is t.o.v. U. 
Voorbeeld 13.4. Laata een begrensde monotoon niet-dalende functie 
op (0,1] zijn. Daarmee vormen we de Stieltjes-Lebesgue-maatruimte 
uit voorbeeld 7.2 (met a=O, b=1, g=c{), De volgens def.7.5 op 
deze maa truimte geba seerde L2 geven we met L2 ( ( O, 1], a ) aan. We 
korten dit even af tot L2 . 
Als fE L2 , definieren we Uf door 
(Uf)(x) = e 211 ixf(x); 
volgens st.12,3 is weer UfE L2 . En (Uf,Ug)=(f,g) (zie st.12,2). 
Bovendien is U(L2 )=L2 , zodat U unitair is. Laat f 0 gedefinieerd 
zijn door f 0 (x)=1 (0 < x i,1), dus f 0 E L2 . De eindige lineaire 
combinaties van .. qu-1r
0
,f
0
,Uf
0
, ••• vormen nu de trigonometri-
sche polynomen. Deze liggen dicht in L2 (zie voorbeeld 9.3). 
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Uit st.13.2 blijkt dat dit voorbeeld in wezen het meest 
algemene voorbeeld van een primitieve unitaire operator is. 
Stelling 13.2. Als H door f en U wordt voortgebracht, dan is 
0 
er een monotoon niet-dalende begrensde functie o;(x) op O < xs_ 1, 
z6 dater een isometrische afbeelding cp bestaat van Hop 
L2((0,1];a)(vgl. voorbeeld 13.4), z6danig dat 
cp (f
0
)(x) = 1 (p.p.) 
cp ( Ukf) ( x) = e 2n:ikx qi ( f) ( x) ( p. p. ) ( k=O, +1, ... ; f E H, 0 < x S. 1) , 
Bewijs. Noem (Ukf ,f )=~k' Dan is er voldaan aan (11.2): 0 0 
\ N \. N - -"~ N ~ N ( nf ~f ) -=II\ N Unf 112 >o 1 1 µ n-m P n P m -L U o' o P n P m ~ P n o - ' 
"--N L_N -N ~·-N · ·-N 
want (Unf
0
,~f
0
)=(U-mUnf
0
,u-m~f
0
) = 
gehele waarden van n en m. 
( un-mf f ) = 1--' voor a lle o' o n-m 
Volgens st.11.7 is er nu een ct z6 dat 
( e2 n kixd a ( ) 
( 0~ 1] X • 
Laat L de deelruimte van H ZlJn die wordt opgespannen door de 
e 
Ukf
0 
(k=0,+1, ... ), en R de deelruimte van L2=L2((0,1],a) die 
door de trigonometrische polynomen wordt gevormd. (Natuurlijk 
worden nict de polynomen zelf bedoeld, maar de functieklassen 
waarin trigonometrische polynomen voorkomen. Twee functies uit 
een klasse zijn p.p. gelijk. Het kan wel gebeuren dat twee ver-
schillende trigonometrische polynomen p.p. gelijk zijn, hoewel 
de coefficienten verschillen). 
Er is een lin2aire afbeelding 9 van L op R die voldoet aan 
~ (Ukf
0
)=ek, waarin ek de functieklasse is ~ie de functie e 2Tiikx 
bevat. Daartoe behoeven we slechts aan te tonen dat een lineaire 
s:-N k -N 
rela tie) a k U f 
0
=0 automa tis ch · cc kek=O meebrengt. Inderdaad, 
~N ·--N 
want N ,N,N 
II L\-N ex. kUkf O ll 2 =. : Y. ;;:- (Unf , u111r ) = 
----, N., N 
\ a 
=1 
:.....i_N .J_N n 
L~N L_N n m o o 
'\--nN-;, N r-
\ ) j' 8 2n:(n-m)ixd ex. (x) = 
= l..J_ N L..JJ - N ct n a. m ( 0 , 1] 
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( I \- N 2 n inx 
=: I t C(, e 
( 0~ 1]' :__ -N n 
2 
dc:(x) = 
\' N 2 
-- I\ e I Clk k :, L.J_N 
'i"7 N k ,c- N 
zodat > c.kU f
0
=0 en) akek=O equivalent zijn. Bovendien volgt 
L_N ~-N 
uit de zojuist afgeleide formule dat ~ een isometrie is. 
We laten vervolgens zien dat R dicht ligt in L2 . Daartoe be-
wiJzen we eerst dat elke ~t (zie bewijs van st.11.6) willekeurig 
scherp door e1ementen van r E R kan word en benaderd, in de zin van 
kleine '.:r- t~tll . Wt bewezen bij st.11.6 dater bij Yt en s >o een 
r ER te virn;ien is met r > (j;t, ((r- ¢t)d a (x) < c :i r(x) < 2. Daaruit 
' 2 J 
volgt dat j ( r-- 1_~,t) d ct (x) < 2s . Dus Yt E R(=afsluiting van R in L2 ). 
Door nu lineaire combinaties van t;,t 1 s te nemen zien we dat ook 
elke trapfunctie in R ligt (zie het slot van het bewijs van st.11.6; 
het is duidelijk dat ook elke constante in R ligt). Daar L2 de 
completering is van de collectie der trapfuncties, bliJkt nu dat 
De isometrie ~ tussen de IP-ruimten L en R kan warden voort-
e 
gezet tot een isometrie tussen hun completeringen H resp. L2 (st. 
6.6)(dit kan op slechts ~~n manier). 
Tenslotte gaan we na wat ~ U ~- 1 in L2 uitricht. Als gE R, 
_ U --1 d o ( \ 2nix ( ) ( ) o , o t ld t t 
~' cp g=h, .an is h x,=e g x p.p. , aangezien 01 ge me 
( ) 2 "i kx b " , 1 k t -1 ( -- kf ) ( k + 1 f ) g x =e , _ 1 J e _ e k. Wan c;i U · 9 ek= c;; U CT 
O 
= rp U O =ek+1 . 
Als gEL2 , dan is er een rij {gn} met llgn-gll- 0, gr/ R. Noem 
qi U-? ·- 1gn:c:hn, r,i U c;i •• 1g=h. Dan is !lhn-h II -> O, daar de afbeeldingen 
-1 ~ ,U, 9 iso~atrie~n zijn. Kies nu (volgens st.12.1) een deelriJ 
zodat (met nieuwe nurmn.ePing) g (x)->g(x) (p.p.), h (x) -: h(x) (p.p.). 
Aangezien hn(x)=e 2~1xgn(x), bl~jkt nu dat h(x)=e 27 ~xg(x) (p.p.). 
Nu is st.13.2 volledig bewezen. 
Opmerking 1~~ Als H een eindige dimensie n heeft, is dat ook met 
L2 het geval, D2n kan men ook tot de in st.13.2 genoemde isometrie 
komen met behulp van de theopie der unitaire matrices. Laat 
[q1 , ... ,qnl een orthonormaalsysteem van eigenvectoren ziJn: 
Uqk=11.kqk'I'• De eigenwaarden ;,k hebben alle de absolute waarde 1: 
il.k=exp(211 ix1{) (O< xk< 1). We hebben f = \ n (f ,qk)qk. Aangezien 
' - 0 L1 0 
f 0 en Ude gehele H voortbrengen, blijkt nu dat alle (f0 ,qk)/O zijn 
en dat alle eigenwaarden enkelvoudig zijn. We beelden nu H isome-
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trisch af op de n-dimensionale numerieke Hilbertruimte Hn uit 
voorbeeld 2.1: 
( ) m ( 2nimx1 2nimxn) Nu is f 0 ~ 1,1, ... ,1 , en U f 0 ~ e , .•. ,e . 
Op (0,1] kiezen we nu de functie a (x) die in elk der punten 
x1 , ... ,xn de sprong 1 heeft, doch overigens ~onstant is. Merk cp 
dat in dit geval f(x)=g(x) (p.p.)niets anders wil zeggen dan 
f(xk)~g(xk) (k=1, ... ,n). De bijbehorende L2 wordt dus gevormd 
door de functies d~e hoogstens voor x 1 , ... ,x van nul verschil-n 
len. Dcze L2 is isometrisch met Hn, als we afspreken dat g E L2 
correspondeert met (g(x~), ... ,g(x )) EH • Het effect van U in 
, n n 2 , deze L2 is inderdaad hetzelfde als vermenigvuldiging mete nix. 
Opmedd_~g 13 .2. We keren weer terug naar het algemene geval van 
st.13.2. Laat u een getal zijn (O<u<1) waar a(x) een sprang 
maakt. Dan io ds functie f, gedefinieerd door f(x)=O(x/u),f(u)=1, 
een element van L2 . Beschouw nl. de trapfunctie tn, gedefinieerd 
als karakteristieke functie van (u-n·· 1 ,uJ . Deze t 1 s vormen een 
n 
fundamentaalr·ij, want als m > n, dan is lit -t 11 2= u (u-m- 1+)-a(u-n-1+), 
m n 
en beide termen naderen tot a ( u-) a ls m __, oo , n __, oo. En voor a lle 
xis t (x) __, f(x). Dat f niet het nulelement van L2 is blijkt uit n 1 
het feit dat iltnll = a (u+)- a (u-n- +) __, a (u+)- a(u-) > 0 als n __, oo • 
Dus ook II fil = a(u+)- a (u-). (Als U=1, moeten we onder ex (1+) ge-
woon ~(1) verstaan). 
De functie f is eigenfunctie van U, want volgens st.13.2 is 
(Uf)(x)=e 2nixf(x)=e 2niuf(x), dus Uf=e 2niuf. 
Opmerking 13.3. Men denke niet dat de functies e 2ninx in L2 in 
het algemeen een orthonormaalsysteem vormen. Want f en Uf be-
o 0 
hoeven niet loodrecht op elkaar te staan. 
We gaan n~ naar het niet-primitieve geval. 
Definitie 13...:.2..!_ Laat H een Hilbertruimte zijn met unitaire opera-
tor U. Een deel QCH heet een orthogonale U-basis als elke qE Q 
van O v,erschil t terwijl voor q1 E Q, q2 E Q,; q1/q2 en a lle gehele 
getallen men n geldt dat (U11q1 ,umq2 )=0. Q heet maximaal als Q 
geen echt deel van een grotere orthogonale U-basis is. 
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Stelling 13.3. Als H een Hilbertruimte is met unitaire operator 
U, dan bestaat er een maximale orthogonale U-basis. 
Bewijs. In het algemene geval hebben we het keuze axioma nodig. 
Het bewijs kan nagenoeg letterlijk van dat van st.2.5 worden over-
genomen. 
In het geval dat H separabel is kunnen we een constructief 
bewijs geven. Zij f 1 ,f2 , ... een rij die dicht ligt in H. Zij f 1/o. 
Vorm de deelruimte H1 die de afsluiting is van de door ~f1 
(m=0,+1,+2, ... ) opgespannen deelruimte. Neem K1=H-G-H1 . Zij m het 
kleinste getal met f i H~, en zij g de projectie van f op K~ 
m I m m 1 
(d.w.z. g EK~, f -g EH~). Laat nu g en Ude Hilbertruimte H2 m , m m I km -k 
voortbrengen. Dan is H2c K1, want U gmj_H1 wegens gmj_u (H1 ). Zij 
K2=K1 -G- H2 . Zij n het kleinste get a 1 met f n i H1 +H 2 , en zij gn de 
projectie van fn op K2 , enz. Het is nu niet moeilijk te bewijzen 
dat de rij die zo ontstaat (waarvan f~,g ,g de eerste elementen 
1 m n 
zijn) een maximale orthogonale U-basis vormt. 
Stelling 13.4, Als H een Hilbertruimte is met unitaire operator U, 
dan is H een directe som van deelruimten waarin U primitief is. 
Bewijs. Kies een maxima le orthogonale U-basis Q. Elke q E Q brengt 
een deelruimte H voort (=de afsluiting van de deelruimte opgespan-q 
nen door alle unq, n=0,+1, ... ). Deze H 's staan twee aan twee lood-
- q 
recht op elkaar. Zij H' de afsluiting van de deelruimte die door 
de Hq 1 s tezamen wordt opgespannen. Dan is H'=H, want anders was er 
een fE H, ft-0, f I H (voor alle q). Dit laatste impliceert 
k k k q -
U fj_U H, dus U f I H . f zou dus aan de U-basis kunnen worden toe-q ~ q 
gevoegd. 
Is h E H., en is h de projectie van h op H , dan is I: II hqll 2< 00 , 
q q 9-EQ 
dus h =0 met uitzondering van hoogstens aftelbaar vele q s. Gesom-q 
meerd over deze aftelbaar1 vele. geldt dan h= I:Q h GemakkeliJ"k 
- q E q • 
b 1 i j kt o o k d a t ( h, h ' ) = I: ( h , h 1 ) • 
qE Q q q 
14. Spectrale multipliciteit, 
We hebben in st.13.4 laten zien dat een Hilbertruimte met uni-
taire operator als directe som van primitieve deelruimten kan wor-
den gesc~reven, en st.13.2 gaf de werking van U in zo'n primitieve 
deelruimte volledig aan. Deze splitsing in deelruimten is in het 
algemeen op vele manieren mogelijk. We willen echter graag een 
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kanonieke voorstelling van H hebben. In het geval dat H separabel 
is kunnen we iets van dien aard verkrijgen door alle primitieve 
componenten in eenzelfde L2 (~,1], a) in te bedden. 
Stelling 14.1. Laat L2 en Ude in voorbeeld 13.4 genoemde ruimte 
resp. uni ta ire opera tor zijn. Zij H een U-inva riante volledige 
deelruimte van L2 (d.i. His een Hilbertruimte, en ~nE H, u-
1hE H 
voor alle h EH). Dan wordt H voortgebracht (in de zin van def. 
13.2) door een r 1 EL2 zo dat r1 (x) op (0.,1] slecl1ts de waarden 
0 en 1 aanneemt (m.a.w. f 1 is de karakteristieke functie van een 
meetbare deelverzameling). 
Bewijs. Zij L24 H=K. Laat f 0 E L2 gedefinieerd zijn door f 0 (x)=1 
(O<xi1). Nu is f 0 =f1+f2 (f1 EH, f 2 EK) volgens st.8.3. 
Voor elk trigonometrisch polynoom P geldt dat Pf1 (d.i. het 
product van de functies P(e 2nix) en r 1 (x)) een lineaire combina-
tie van de Unf1 (n=0,+1., ... ) is, dus Pf 1 EH, dus (Pf1 .,f2 )=0. Vol"."' 
gens st.12.5 is nu r 1 (x)f2(x)=0 (p.p.), dus r 1 (x) (1-f1 (x))=0 (p.p.). 
Door f 1 nog op een verzameling van de maat O van waarde te veran-
deren, vinden we een r 1 die slechts de waarden Oen 1 aanneemt. 
We tonen nu ac:m dat de Pf1
1 s dicht in H liggen. Kies hE H, s > O. 
Daar de Pf O 
1 s dicht in L2 liggen, is er een P met II Pf 0 -hll < £. 
Elke Unf2 staat loodrecht op elke h 1 E H., want (Unf2 ,H)=(f2 ,u-nh')=0 
(daar f 2j_H, u-nh'E H). Dus Pr2.J_h 1 • In het bijzonder is 
Pf2j_Pf1-h. Dus 
Ii Pf 1-hll ill(Pf 1-h) + Pf 2 11 = II Pf0 -hll < £ • 
Daarmee is de gewenste approximatie van h bereikt. 
Stelling 14.2. Laat weer L2 en Ude in voorbeeld 13.4 genoemde 
ruimte resp. unitaire operator zijn, en zij f
0
(x)=1 (0 < xi 1). 
Laat verder H een Hilbertruimte zijn met unitaire operator V, en 
laat H worden voortgebracht door Ven een element f 1 ~ag H. Neem 
aan dat voor elke veelterm P in u en u-1 (d.i. P(u)= \ pkuk) 
_,-n 
geldt dat 
Dan bes1aat er een isometrische afbeelding ~ van Hop een deel-
ruimt e H 1 van L2 z 6 d at qi ( Vh ) = U c; ( h) v o or a 11 e h E H . H ' is U-in -
variant: U(H 1 )=u- 1 (H' )=H 1 • 
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Bewijs. We construeren eerst een afbeelding ~ van L2 in H. Als 
fE L2 , dan is er een rij P 's met P (U)f - f. Blijkens de gegeven n n o 
ongelijkheid vormen de Pn(V)f1 1 s nu een fundamentaalrij in H. De 
limiet ervan noemen we q; ( f). Door van twee verschillende rijen 
P I s een '1mengrij 11 te bekijken zien we da t q; ( f) door f volledig 
bepaald is. De afbeelding :( ➔ (J;(f) is natuurlijk lineair. Zij is 
bovendien begrensd., want II 1-I> (f)II = lim II Pn(V)f1 lJ S. lim IIPn(U)f0 II = 
= II rll. Zij is echter in het algemeen niet een-eenduidig, dus in 
het algemeen niet isometrisch. 
We maken vervolgens de afbeelding f ➔ L(f)=(~ (f).,r 1 )H voor 
alle fE L2 • Dit is nu een begrensde line~~re functionaal op L2 • 
Volgens st. 9.9 is er een gE L2 z6 dat ( q; (f),r1 )H=(f,g)L voor 2 alle f E L2 . 
Voor elke P geldt nu dat (~(V)f1.,r1 )H=( <!: P(U)f 0 .,f1)H=(P(U)f0 ,~2 Als P zo wordt gekozen dat P(e2 ix) 2. O (o < xs_ 1)., dan is 
( ( ) ) 2n:ix I 2nix I 2 P V r 1.,r1 H2. 0 (we hebben dan immers P(e )= Q(e ) = 
, 2n:ix)-( -2n:ix) ( ) -( -1) ( ) ( ( ) ) 
=~\e Q e , dus P V =Q V Q V, dus P ~ r 1 ,r1 H= 
=(Q(V)f1 .,Q(V)f 1 )H2. 0). Derhalve geldt dat (P(e
2
n: 1 x)f
0
.,g)~ 2. O voor 
alle niet-negatieve trigonometrische polynomen P(e 2n: 1 x). 2 Volgens 
st.12.5 is nu g(x)l O (p.p.). We zullen evenzo aantonen dat 
g(x).$_ 1 (p.p.). Met P(V)=Q(v-1 )Q(V) vinden we (Q(V)f1.,Q(V)f1 )H= 
=(Q(U)f 0 ,Q(U)g)L , en het linkerlid is hoogstens !IQ(U)f0 jl2 • 2 
Dus (Q(U)f0 ,Q(U)g)s_ (Q(U)f 0 ,Q(U)f0 ), zodat (P(U)f0 .,f0 -g):: 
=(Q(U)f 0 , Q(U)(f0 -g))2. O. Volgens st.12.5 is nu\g(x)s_ 1 (p.p.). 
Volgens st.12.4 is er een hE L2 met OS.h(x) S.1, (h(x))
2
=g(x) (p.p.) 
We gaan nu de IP-ruimte R, bestaande uit alle P(V)f1, afbeel-
den in L2 door een afbeelding cp, gedefinieerd door: 
2~1x P(V)f1 ➔ cp(P(V)f1 ) E L2 ., met cp (P(V)f1 )(x)=h(x)P(e" ). 
Deze afbeelding is lineair. Zij is ook isometrisch: 
( ( n ) ( m )) ( ( ) 2Tiinx -2n:imx ) cp V r 1 , cp V r1 L = 1 h x e .h(x)e d ex (x = 2 J 
I ( ) 2n:i(n-m)x ) n-m n-m ) ( n m ) = g x. e d a. ( x = ( U f O , g ) L2 = ( V f 1 , f 1 H= V f 1 > V f 1 H . 
Voorts geldt da t cp (V •Vnf 1 )= qi (vn+
1 f 1 )=Un+'1h==U cp (Vnf 1 ). 
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De isometrische afbeelding cp van de zoeven genoemde IP-ruimte R 
kan worden voortgezet.tot een isometrische afbeelding van Hop 
een volledige deelruimte H' van L2 (zie st.6.6). De afbeeldingen 
h -} cp (h) en h ➔ u-1 cp (Vh) stemmen overeen voor alle h ER; aange-
zien het isometrieen zijn stemmen ze dus voor a lle h E H overeen. 
Dus cp (Vh)=U cp (h) voor alle hE H. Hieruit blijkt tevens dat 
U cp (h) EH', dus U(H')C H'. Door h te vervangen door v-1h., blijkt 
dat cp (h)=U ~ (V- 1h).:, dus u-1 9 (h)= cp (V- 1h). Dus ook u-1(H' )CH'. 
Stelling 14.3. Laat Hk een Hilbertruimte zijn met unitaire opera-
tor Vk (k=1.,2., •.. )., en laat elke Hk primitief zijn t.o.v. Vk. 
Dan is er een monotoon niet-dalende begrensde functie a(x) 
(O< Xi. 1) zo dat elke Hk in L2 ( (0,1], r:J..) zodanig kan worden in-
gebed door een isometrie cp k da t rp k(V kh )=U cp k( h) { h E Hk) • Hier-
in is U weer de operator gegeven door (Uf)(x)=e2nixf(x). 
Bewijs. Laat Hk worden voortgebracht door Vk en een element 
fkE Hk. Elk scalair veelvoud van fk (mits fo) brengt eveneens 
Hk voort. Zonder beperking mogen we aannemen dat 
\700 
> 11 r 11 2 < 00 , 
:_.Jk=1 k Hk 
want dit is te bereiken door de oorspronkelijke fk's met vol-
doend kleine getallen te vermenigvuldigen. 
Verder mogen we aannemen dat de Hk's los van elkaar staan., zodat 
we de directe som H=H1+H2+ ... mogen vormen. In H definieren we 
een unitaire operator V door 
V = 
Beschouw nu de volledige deelruimte H' van H die door 
r 1+r2+ ... =f _ wordt voortgebracht, en construeer volgens st.13.2 
de L2((0,1]., Cc), isometrisch met H1 , z6 dat Vin H' correspon-
deert met de in de stelling genoemde U uit L2 . Nu voldoet elke 
Hk aan de voorwaarde van st.14.2., want 
CX) 
P ( v ) r = 2: P ( v k ) r k, du s 11 P ( v k ) r k 11 i. ] I P ( v ) rll = 11 P ( u) r O II , 1 
als w.eer f 0 (x)=1 (0 < xi. 1). Toepassing van st.14.2 levert nu het 
gestelde. 
Beschouw nu een willekeurige separabele Hilbertruimte H met 
unitaire operator V. Splits Hals directe som van aftelbaar vele 
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t.o.v. V primitieve deelruimten: H=H1+H 2+ .... In elke Hi is nu 
Veen unitaire operator. Volgens st.'14.3 is er een L2 ((0,'1],a) 
waarin alle Hk 1 s kunnen worden ingebed, z6 dat V steeds met U 
2 TT• 
correspondeert (U is de vermenigvuldiging mete ix). Het beeld 
van Hk bij deze inbedding is een U-invariante deelruimte Hk' van 
L2 , en kan dus volgens st.'14.'1 warden voortgebracht door een fk 
die slechts de waarden Oen '1 aanneemt. 
Zij Ek de verzameling waarop fk(x)='1. Splits Ek in disjuncte stuk-
ken Ek'1, ... ,Ekk' waarin Ekj de verzameling van alle .x die00 in Ek 
en.in precies j-'1 der E1 , .•. ,Ek-'1 voorkomen. Zij E(J)= ~Ekj" 
E(J) is dus de verzameling van alle x 1 en die in minstens j der 
E 1 k D E('1)- E( 2 ):1 k s voor omen. us ...; _ . . . • 
Onder L2 (E,a) zullen we, als E een (t.o.v. a) meetbare ver-
zameling is, de deelruimte van L2 ((0,'1 ],a) verstaan van alle func-
ties die nul zijn buiten E. Met deze notatie is Hk 1=L2 (Ek,a), en 
dit is de directe som L2 (Ek1 ,a)+ •.. +L2 (Ekk'a). Dus His isome-
trisch met de directe som E .f L2 (Ekj'a)= ? E _L2 (Ekj'a)= 
( . ) k= '1 J = '1 j = '1 k= J 
= E L2 (E J ,a). We hebben dus: j:='1 
Stelling '14.4. Als H een separabele Hilbertruimte is met unitaire 
operator U, dan is er een monotoon niet-dalende begrensde functie 
a(x), en een rij t.o.v. a meetbare deelverzamelingen E('1)~ E( 2 ~J .. . 
z6 dat H isometrisch is met de directe som L2 (E('1),'o:.)+L2(E(
2 ),a)+ ... , 
terwijl de directe splitsing h=h 1+h2+ ... van een hE H steeds mee-
brengt dat Uh=g 1+g 2+ ... , waarbiJ g ,(x)=e
2nixh .(x). Men kan eisen 
dat E('1)=(0,1 ]. J J 
Het bewijs van de laatste toevoeging stellen we even uit, 
We merken eerst op dat uit st.14.4 direct volgt: 
Stelling 14.5. Als H een separabele Hilbertruimte is met unitaire 
operator U, dan heeft H een nest van primitieve gesloten deel-
ruimten H('1)~ H( 2 )~ ... z6 dater een met U verwisselbare isometrie 
bestaat tussen Hen de directe som r-/ 1 )+H( 2 )+ •... 
Door nu bij H('1) een daarmee isometrische L2 ((0,1],a) te 
construeren en verder st.14.1 toe te passen, zien we dat we in 
st.14.4?E('1)=(0,1] mogen nemen. 
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0pmerking 14.1. Het begrip 11 directe somn in st.14.5 moet na-
tuurlijk weer warden geinterpreteerd als de collectie van alle 
rijen (h( 1 ) .,h( 2 ), ... ) met h(i) E H(i) en Ei!h(i) J! 2 < oo • Het is 
dus niet de somvorming van H( 1 ) ,H( 2 ), •.. in H, want de H(i),s 
hebben elementen gemeen. De werking van U wordt aangegeven door 
0pmerking 14.2. De a in st.14.4 is niet eenduidig bepaald door 
Hen U, want a is afkomstig van een speciale keuze van een voort-
brengend element (zie st.13.2). De splitsing in st.14.5 is 
echter wel eenduidig bepaald op U-isometrie na (zie def.14.1). 
We zullen dit niet volledig bewiJzen, doch geven slechts de 
sleutel daartoe aan (st.14.6 en st.14.7). 
Definitie 14.1. Laat in de Hilbertruimten H1 en H2 unitaire 
operatoren u1 ,u2 gegeven ziJn, en laat u1h=U2h voor alle h uit 
een eventuele doorsnede van H1 en H2 • Er is dan geen bezwaar 
tegen., u1 en u2 door eenzelfde letter U voor te stellen. We 
zeggen nu dat H1 en H2 U-isometrisch zijn als er een met U ver-
wisselbare isometrie tussen H1 en H2 bestaat (dus als H1 door 
-0- op H2 wordt afgebeeld: ,6 (Uh) = U( {} (h)) voor alle h uit H1). 
Stelling 14.6. Als de Hilbertruimte H met unitaire operator U 
de directe som is van een verzameling van U-invariante deel-
ruimten, die elk in een primitieve ruimte H* U-isometrisch 
kunnen warden ingebed, dan kan elke primitieve deelruimte van 
H U-isometrisch in If warden ingebed. 
Bewijs. Zij H=H( 1 )+H( 2 )+ ... , en laat Keen primitieve deelruim-
te van H zijn. We kunnen H*en K U-isometrisch inbedden in een 
L2 ((0,1] , rJ.) (st.14.3), waarin Ude vermenigvuldiging met 
e 2nix is. Laat ~ resp.¢ de inbedding bewerkstelligen. We heb-
ben c;, (H*) = L2 (E), ,1 ( K)=L2( F), waa rin E _en F meetba re verza-
melingen zijn (st.14.1). Als nu FcE, is 4 (K) c cp(ff*), dus dan 
is de inbedding geleverd. Neem nu aan dater een deel F1 cF is 
dat een positieve maat heeft doch dat niets met E gemeen heeft. 
We construeren een rij trigonometrische polynomen{P (e 2nix)} 
met llPn- xEII ~ 0, !Pn(e2rrix) I_$_ 3 (o < x_$_ 1) (wanneer Pn ~an 
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laatstgenoemde conditie niet voldoet, kunnen we Pn door 
Pn I Pnl -'1min( I Pnl .,2) vervangen, en dat weer door een trigono-
metrisch polynoom approximeren). Nu is duidelijk dat ook 
ll(Pn- xE) 2II - O, en daaruit volgt dat l!Pnhll - O als h E L2(F1 ) 
want op F1 is Pn- XE=Pn. Verder is IIPnh-hll - 0 als h E L2(E). 
Kies k EK z6 dat k/0 3 ¢ (k) E 12 (.F 1 ). Wegens de U-isometrie geldt 
nu dat P (U)k _,, O, P (U)h-, h als hE H(i). Doch als 
( '1 ) n ( 2 ) I n O ( '1 ) ( ) (2) ) k= ( h , h , •.. ) =r O, d an is P ( U) k= ( P ( U) h , P n U ti , • • • • 
n(i) n Uit P (U)k ➔ O volgt dus P (U)h -o, en we concluderen dat 
( .) n n h 1 =0. Dit geldt voor alle i, dus k=O. Contradictie. 
Een andere belangrijke stelling is nog: 
Stelling '14.7. Laat H een Hilbertruimte zijn met unitaire opera-
tor U, en laat H primitief zijn t.o.v. U. Laat H1 en H2 U-inva-
riante deelruimten zijn, onderling U-isometrisch. Dan is H1=H2 
(hetgeen nog niet wil zeggen dat de isometrie de identiteit is). 
Bewijs. Volgens st.'13.2 mogen we a~nnemen dat H=L2((0,'1], a), en 
dat Ude vermenigvuldiging met e 2nix is. Volgens st.'14.'1 zijn er 
meetbare deelverzamelingen E1 en E2 z6 dat Hi=L2(Ei,a) (i='1,2). 
We dienen te bewijzen dat E1 en E2 op een nulverzameling na ge-
lijk zijn. Neem het tegendeel aan, bijv. dat E3 c E1 ., E3 positieve 
maat en lege doorsnede met E2 . Kies k=)O, k E 1 2(E3 ). Evena ls in 
het bewijs van st.'14.6 construeren we een rij Pn 1 s met Pn(U)k _, 0, 
Pn(U)h _, h voor elke hE L2(E2 ). Laat h1 het element uit H2 zijn 
dat bij de gegeven isometrie met k (die in L2(E1 ) ligt) correspon-
deert. Dan is l]Pn(U)h1 I!= !!Pn(U)k!l ->O, in strijd met Pn(U)h-> h. 
Stelling '14 .8. Als twee primitieve Hilbertruimten U-:i.sometrisch 
in elkaar zijn af te beelde·n, dan zijn die afbeeldingen automa-
tisch nafbeeldingen op". 
Bewijs. We kunnen de gegeven ruimten in eenzelfde primitieve in-
bedden: 
y9lgens het gegeven, in combinatie met st.'14.7, zijn ~ (H1 ) en 
~(H2 ) deelruimten van elkaar,zodat ze samenvallen. 
We geven nu enkele voorbeelden van meervoudige spectra. 
Voorbeeld '14.'1. In L2( (0,'1 ]) levert de verschuiving X ➔ x+a een 
unitaire operator op (zie voorbeeld '13.3, 3°), Alle functies 
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2n · 2rrnia 
e nix z1Jn eigenfuncties (eigenwaarde e ), en de gehele 1 2 
wordt door deze eigenfuncties opgespannen. Als a irrationaal is, 
zijn er aftelbaar vele enkelvoudige eigenwaarden. Als a rationaal 
is, zijn er slechts eindig vele, elk met oneindige multipliciteit. 
Als bijv. a=½, dan is 12 U-isometrisch met de directe som van af-
telbaar veel copieen van een (primitieve) tweedimensionale ruimte, 
waarin Ude verwisseling der eenheidsvectoren bewerkstelligt. 
Voorbeeld 14·. 2. In 1 2(- oo, oo) levert de verschuiving x ~ x+1 een 
unitaire operator op. Deze heeft geen eigenfuncties. We passen nu 
de zg. Fourier-Plancherel-transformatie toe (en dat is een iso-
metrie): J T 2rcitx f(x) ~ g(x) = l.i.m. f(t)e- dt. 
T -> 00 -T 
2rtix De trans forma tie f _, Uf c orrespondeert nu met g ( x) -> e g ( x) . 
De Hilbert-ruimte van alle kwadratisch integreerbare g's is nu de 
00 
directe som E 1 2((n,n+1]). In elke term van deze som w.erkt U als 
i ld · -:'° t 2 nix d t d t d ·u . vermen gvu 1ging me e , zo a e ermen van eze som -isome-
trisch zijn. Elke term is primitief, want f 
O 
= 1 kan a ls voortbren-
gend element warden genomen. Gaan we terug naar de oorspronkelijke 
ruimte, dan zien we dat den-de term bestaat uit alle functies van 
de v o rm f ( x ) = ( n + 1 g ( t ) e 2111 t x d t . 
Jn 
15. Functies van een unitaire operator; projecties. 
We beschouwen weer steeds een Hilbertruimte H met unitaire 
operator U. En als we het over een 1 2(a) hebben, bedoelen we een 
1 2 ( ( 0, 1 ] , ex ) met begrensde monotoon niet-da lende a • En in 1 2 ( O'.) 
zullen we steeds met Ude vermenigvuldiging met e 2nix bedoelen. 
Tenslotte zal e 2rrix af en toe door u worden voorgesteld. 
Volgens st.13.4 is H U-isometrisch met een directe som 
deze som behoeft niet aftelbaar te zijn. Is_r1+r2+ •.. een element 
van deze directe som (fj EL2(o:i)), en P(e
2nix) een trigonometrisch 
polynoom, dan is 
Het ligt nu voor de hand om aan uitbreidingen te denken. 
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Definitie 15.1. Als 9 (u) (voor !u ! =1) begrensd is, en meet-
baar t.o.v. elke 
de operator 9 (u) 
•Y.. die in de directe som S voorkomt, dan is j 
in S gedefinieerd door 
g.(x) = 9(u)f.(x). 
J J 
0pmerking 15.1. We moeten even aantonen dat inderdaad g1+g2+ .•• ES. 
Als lcp(u)l .S. M (lul.S.1)., fj EL(o:j), dan is ook gjE L(o:j) (st.12.3). 
En llcrfjl!.S.M!lrjll, zodat t:!lgji! 2 .S.M2 E llrj!! 2 < 00 • 
0pmerking 15.2. We hebben nog niet het recht te zeggen dat cr(u) 
nu ook in H gedefinieerd is. Als {} de U-isometrie van H op S 
voorstelt, dan is het nag niet bewezen dat de in H met de ge-
construeerde cp (U) corresponderende operator, nl. -9- - 1 cp ( U) ,& , 
onafhankelijk van ~is.En bovendien, als %1 een U-isometrie 
· is van Hop S'=L2 (13 1 )+L2 (~ 2 )+ •.• , is het zelfs nog ~iet bewezen 
da t cp ook meet baa r is t. o. v. a lle j3 1 s. Als echter cp een P is, 
is het wel duidelijk dat ,&-1P(U)-& onafhankelijk van ◊ is; het 
is immers eenvoudig de reeds in H gedefinieerde P(U). 
We zullen ons bij het bewijs dat -&- 1 cp (U)-& (waarin -& een 
U-isometrische afbeelding op de een of andere Sis) onafhanke-
lijk van -& en Sis, beperken tot het geval dat de som S hoog-
stens aftelbaar vele termen heeft, dus separabel is. Het algemene 
geval laat zich tot het separabele geval terugbrengen door de 
opmerking dat we voor de berekening van .f}- 1 cp ( U) - ,G, f toch 
slechts te maken hebben met de (separabele) deelruimte die door 
de Ukf's wordt opgespannen. 
Stelling 15.1. Laat ~ een U-isometrische afbeelding zijn van 
12 (!3) in L2(a). 1aat Ee (0,1], en laat Ede maat 0 hebben t.o.v. 
a. Dan heeft E ook de maat 0 t.o.v. ~ . 
Bewijs. Beschouw f 0 (x) = 1 als element van L2(p), en ZlJ 
f 1== -0-f 0 E L2(a). Zij J=(a,b]c (0,1]. We zullen bewijzen dat 
( 1) J J d r ( x) = J JI r 1 ( x) I 2a a ( x) . 
Zij x de karakteristieke functie van J. Dan is er een rij 
t Pn1 z6 dat IPn(u)I .S. 2, Pn(u) __, x(x) (alle x). Door{} wordt. de 
funct!e Pn(u)f 0 (x) uit 12(!3) op Pn(u)f(x) uit L2 (a) afgebeeld. 
Daar & een isometrie is, geldt J IPn(u)I 2d j3 (x)= JI Pn(u)r1(x)!
2da.(x). 
Door in beide leden de limietovergang te maken, vinden we (1). 
We passen daarbij de stelling van Lebesgue over gemajoreerde 
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convergentie toe (zie LE blz.55): De integranden worden gemajo-
2 2 
reerd door j2f0 j resp. j2r11 , en 2f0 EL2(G), 2f1 EL2(p). 
Laat nu Ede maat nul hebben t.o.v. Q. Laat, voor elke n, 
Wn een vereniging van aftelbaar vele disjuncte half-open inter-
vallen zijn., en laat x de karakteristieke functie van W zijn. 
. n 2 n V,?lgens (1) is dan µ~(Wn)= J 1xn(x)f1(x) I da(x). Laat nu Wn::iE., 
µ (W)-') O. Dan is x (x)-') O (p.p.(a)), dus, weer volgens de 
a. n n -
stelling van Lebesgue, JI x (x)f(x)I 2d a. (x) ·-) o. Dus µ" (W ) - O, 
n ~ n 
zodat E ook t.o.v. ~ de maat nul heeft. 
Stelling 15.2. Laat -& en ◊' U-isometrische afbeeldingen zijn 
van Hop directe sommen S resp. S'. Laat cp begrensd zijn en meet-
baar t.o.v. elke a" die in S optreedt. Dan is cp eveneens meet-
baar t.o.v. elke 5j die in S' optreedt, en -&- 1 cp(U)-8- h = 
= -9- 1 - 1 cp(U) {}'h voor alle hEH. 
Bewijs. We veronderstellen dat H separabel is. Zonder veel moeite 
kan men st.15.1 uitbreiden tot, het geval dat een 1 2 (r) wordt in-
gebed in een directe som van L2(a.) 1 s: als Ede maat nul heeft J -
t.o.v. alle aj's, dan heeft Ede maat nul t.o.v. y (vgl. opm. 
15.3). 
We passen dit toe op een L2(r) waarin alle 1 2(cc}s:; kunnen 
worden ingebed en die zelf in H, dus in de directe som der 
L2(aj) kan worden ingebed (zie st.14.5). Dus als van Ede maat 
t.o.v. y nul is, dan ook t.o.v. alle a. 1s, en omgekeerd. Hieruit 
- J kan men afleiden: als E t.o.v. y meetbaar is, dan ook t_.o.v. alle 
a.j., en omgekeerd. (Dit gaat a.v.: Elke t.o.v. een maat µ meet-
bare Eis te beschouwen als vereniging van twee disjuncte verza-
melingen N en W., waarin µ(N)=O, en W de limiet is van een rij 
w1~ w2~ .•. , terwijl elke Wk de vereniging is van aftelbaar vele 
halfopen intervallen (zie LE,st.1.8.1). Elke dusdanige Wis meet-
baar t.o.v. alle a 's en y • Laat nu E meetbaar zijn t.o.v. alle 
cx.j. Neem nu E=W( 1 )v N1, waarin N1 de maat O heeft t.o.v. ct 1. 
Splits nu N1 op dezelfde wijze t.o.v. u. 2 : N1=w(
2 )u N2 , enz. Nu 
is E gelijk aan w( 1 )v w( 2 )~,w3 ( 3 )l) .•. op een verzameling na, 
die t.o.v. elke a. de maat O heeft, dus ook t.o.v. y, q.e.d.). 
J 
Ujt het zoeven gezegde over E blijkt dat elke cp die meet-
baar is t.o.v. alle o:. 1s, ook meetbaar is t.o.v. y. 
J 
Laat nu l P } een uniform begrensde rij zijn met P ( u )- cp ( u) -> 0 
_ n n 
(p.p.(y)). Dan is ook P (u)- cp(u)- 0 (p.p.(cx.o)). Beschouw nu een 
n J 
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. element hE H3 en ◊h=(f 1 .,r2 , ... ). Dan is Pn(U).f h= 
={Pnf1 ,Pnf2 , ••• ) --: ( qif1 ., c;,f 2 ., .•. ) (zie opm.15.3 hieronder). 
We hebben dus P ( U) {)- h -~ q) ( U) .SJ h, en daa r y t. o. v. de 
n 
\3 1 s dezelfde rol speelt als t.o.v. de o. 's, is ook 
P (U) {)- 'h --, <p (u) -B- 1h. Daar -8- en c'.}' isometrisch zijn., is ook 
n 
Daar de linkerleden gelijk zijn, stemmen nu ook de rechterleden 
overeen. 
· Opmerking 15.3. In het bovenstaande bewijs is twee keer de 
stelling van Lebesgue (zie LE.,blz.55) toegepast in de volgende 
vorm: Laat f=(f 1 .,r2 , ..• ) ES, en laat gn(x) uniform begrensd 
zijn (0 < x < 1, n==1.,2, ... ). Veronderstel verder dat g (x) meet-
- n 
baar is t.o.v. elke (/.., en dat g (x)- 0 (p.p.(tx.)) voor elke j, J n J 
Dan is (gnf1 ,gnf2 , .•. J - O. Dit volgt uit de stelling van Le-
besgue door L2 (aj) als L2 ((j-1,j], a j) te interprete1"en., zodat 
we op het gehele interval (0, oo) een maat hebben. Noemen we 
deze maatruimte X, dan is L2 (x) precies hetzelfde als S, De 
norm van fin Sis nl. 
J 1 2 J 2 2 jr1 j aa1 (x) + ir2 ! dc 2 (x) + ... ., 0 1 
en dit is de t 2 (X)-norm van de functie die op (j-1,j] met 
fj(x+j-1) over~cnstemt. 
Definitie 15.2. Een begrensde functie 9(u) heet (H,U)-meetbaar 
als 9 meetbaar is t.o.v. alle a 1 s uit een directe som S van 
L2 (a) 's die U-isometrisch is met H. En rp (U) is in H gedefini-
eerd als {t-1 q (U) 3-, waarin i} een U-isometrische afbeelding 
van H op S is ( en de laa tstgenoemde q ( U) de volgens def .15. /\ 
aangegeven operator in Sis). Blijkens st.15.2 zijn deze defi-
nities onafhankelijk van S en -B- • 
Stelling 15,3. De afbeelding <p->9(U) van de begrensde (H.,U)-
meetbare functies in de verzameling van alle operatoren van H 
is een ringisomorfie: 
A 1 s ,q 1 + S1 2= cp 3 ., d an c;i 1 ( U) + er 2 ( U) = cp 3 ( U) , 
Als c? 1 Cfl 2 =(() 4, dan cr 1 (u)cp 2 (u) =cr 2 (u)cp 1 (u) =~1 4(u)., 
Als 'A. een complexe constante is, en Ar:1 1== rr 5 , dan \r;i 1 (U)=~ 5 (u). 
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Bovendien geldt voor de norm van rp ( U) ( zie def. '10. 2): 
11 q ( U) 11 ~ sup I cp ( u ) I . A 1 s cp 1 ( u ) = ·;: 2 ( u ) v o or a 11 e u , d an is (cr 1(U)f.ig)=(f, cp 2 (U)g) voor alle f ,g uit H. In het bijzonder 
geldt: a ls c? ( u) reee 1 is voor a lle u, dan is cp ( u) hermi ti sch 
(zie st.'10.5). Is 9 (u) 2. 0 voor alle u, dan is cp (U) niet-
negatief definiet hermitisch (d.w,z. ( cp (U)f,f)2. 0 voor alle 
f E H). 
Bewijs. Al deze uitspraken zijn direct in te zien door -B-H=S 
te bekijken (zie def.'15,2). 
Definitie 15.3. Voor 0iA ~1 is.eA de op l ul=1 gedefinieerde 
functie.i gegeven doordat eA(e 2nix) de karakteristieke functie 
is van (o, A]. (Met e
0 
wordt de nulfunctie bedoeld). EA is de 
operator eA (U). 
Stelling 15.4. EA is de projectie op een deelruimte HA, en 
als 0..5_ ll.i !1 i1, dan is 0=H0 c HA c H~ c H1=H. 
Bewijs. Daar eA (1-eA )=0, is EA (I-EA)=0 (I is de eenheids-
operator). Daar EA hermitisch is, is (EAf,(I-EA)g)= 
=(f,Ell.(I-EA)g)=0 voor alle fen g. Daar f=EAf+(I-EA)!, blijkt 
nu dat EA f de projectie is van f op E11. H. En voor Ai ~L geldt da t 
HAc H~, hetgeen volgt uit het feit dat EA E~ =Emin(A,~) (dit 
laatste op ~rond van het feit dat de overeenkomstige relatie 
voor de e~,e geldt). 
''- 1-l 
De stelling is ook gemakkelijk in te zien door Hals di-
recte som van L2 (a) 1 s te representeren. De operator EA heeft 
tot effect dat van alle functies f(x) de waarden voor x> .\. 
door 0 warden vervangen. 
0pmerking 15.4. Als een f 0 E H met U een primitieve deelruimte 
voortbrengt die U-isometrisch is met L2(c:), z6 dat f 0 met de 
constante functie 1 correspondeert, dan is het niet moeilijk 
te bewijzen dat L2(a)=L2(~), waarin p(x)=(Exf,f). 
Dit legt a vast, afgezien van een additieve constante en afge-
zien van de irrelevantie van de waarde van a(x) in een sprong-
punt (de maat was immers steeds door a(x+) bepaald). Men kan 
nog opmerken dat p(x) in de sprongpunten een redelijke keuze 
doet~ ~ is overal rechtscontinu. 
De (H,U)-meetbaarheid van~ (zie def.'15.2) brengt nu mee 
dat rr meetbaar is t.o.v. de door (Exf ,f) vastgelegde Stieltjes-
Lebesgue-maat, voor elke f. Dit is de eis die gewoonlijk in de 
literatuur gesteld wordt (zie Riesz-NagyJ Ch.IX nr 126). 
En cp (U) wordt 
(cp(U)f.,g) 
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dan gedefinieerd door 
f 2•-ix = ,p(e ·' )d(E f.,g); X 
het is niet moeilijk in te zien dat dit met onze definitie over-
eenkomt. 
16. Operatoren die niet overal gedefinieerd zijn, 
H stelt steeds een Hilbertruimte voor. 
We zullen lincaire operatoren beschouwen die slechts op een 
lineaire deelruimte van H gedefinieerd zijn: 
Definitie 16.1. Een lineaire operator Tis een lineaire afbeelding 
van een lineaire deelruimte DT van Hin 
T genoemd. 
Opmerking 16.1. Veelal zullen we de eis 
ligt. We eisen niet dat DT gesloten is. 
H. Dm wordt het domein van 
J.. 
stellen dat DT dicht in H 
Opmerking 16.2. Het beeld T(DT) van DT bJ_J T vrnr>dt de 11 range 11 van 
T genoemd. Het is een deelruimte var; H. Dit begrip is echter veel 
minder belangriJk dan het begrip domein. 
Definitie 16.2. T2 heet een voortzetting van T1 als DT c DT en 1 2 T1f=T 2f voor alle f uit DT . Notatie T1 cT2 . 1 
Definitie 16.3. Is Teen lineaire operator> dan heet de verzame-
ling van alle paren [f jTf] (f EDT) de grafiek van T. Dit is een 
lineaire deelruimte van Hx H.5 d.i. het cartesische product van H 
met zichzelf. De grafiek van T wordt met GT aangeduid. 
Opmerking 16.3. llT 2 is een voortzetting van T1
11 kan nu vertaald 
worden door GT c GT . 
1 2 
Opmerking 16 .4. Niet elke lineaire deelruimte van H x H is een gra-
fiek. De els die aan zo 1n deelruimte gesteld moet warden, is dat 
die geen enkel paar (O,g] met gfO bevat. 
Opmerking 16.5. H xH is weer een Hilbertruimte; we definieren het 
inwendig product door 
Definiti~ 16.4. T heet gesloten als GT een gesloten (= voll0dige; 
z ie st . 6 . 2) dee l ruim t e van H x H is , 
Dit kan ook als volgt warden geformuleerd: Als f EH, g EH, 
fnE DT (n=1,2p,.), fn....,f, Tfn....,g; dan is fE DT en Tf=g. 
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Stelling 16.1. Als DT dicht in H ligt 5 dan is er geen enkele 
g E H zo dat g/0 en [g,O] loodrecht op GT staat. 
Bewijs. Het zou betekenen dat (g 5 f) = (--0,Tf) voor alle fE DT. 
Dus g zou lood rec ht op DT staan. Daa i.."' DT dicht in H ligt:; volgt 
hie rui t g=O. 
Stelling 16.2. Als DT dicht in H ligt, is de verzameling van 
alle [f,g] met de eigenschap dat [g,-f] loodrecht op GT staat, 
weer een grafiek (zie opm.16.4). 
f 
Definitie 16.5. De operator waarvan de in st.16.2 genoemde ruimte'. 
' de grafiek is; heet de geadjungeerde van T, en wordt met T* aan-; 
geduid. Dus 
GT ➔(· == l [f ,g] I [g,-f] E (H X H)-e-GT } . 
Dus DT* is de verzameling van alle fE H waarbij een element 
T·*fE H kan worden gevonden z6 dat (Th,f)=(h,T"<-r) voor alle hE DT·: 
Deze formule spreekt nl. hetzelfde uit als [T*f ,-f] j_[h,Th] • , 
Merk op dat T* slechts gedefinieerd is als DT dicht in H 
ligt. 
Stelling 16.2. Als DT dicht in H ligt, dan is rye gesloten. 
Bewijs: St. 8.1 en def. 16.4. 
Stelling 16.3. Als DT dicht in H ligt, en T begrensd is, dan is ' 
DT_1_==H, en T00 begrensd. Bovendien is er precies een T1 met DT =H, 1 TCT1, T1 begrensd. 
Bewijs. We bewijzen eerst het laatste. Dater hoogstens een der-
gelijke T1 is volgt uit het feit dat zo 1 n T1 continu is (st.10.1)-. 
We gaan nu een T1 construeren. Dat T begrensd is, betekent dat 
er een geta 1 M is, zodanig dat II Tf II i M 11 f II voor a lle f E DT 
(zie def.10,2). Voor elke gE His er een rij ff l met f - g, l n n 
fnE DT. Nu is (wegens )ITfn-Tfm 11.~M l!fn-fmll) l Tfn} een fundamen-: 
taalrij, en de limiet hangt niet van de keuze der fn 1 s af. De-
finieer deze limiet als T1g 1 enz. 
We vormen nu de geadjungeerde T~ van T1 . Deze is overal in 
H gedefinieerd. Want voor elke h E H is de afbeelding f-, (T 1f ,h) 
een begrensde lineaire functionaal, zodat er een gE His met 
~ 
( T 1 f, h) = ( f, g) ( f E H) (st . 9 . 9) . Dus g=T 1· h . Ve rd er is 
IIT1 h!l 2=(g,g)=(T1g,h) iM J!g !1 Jlhll , dus IIT1h!liMl!hll . Dus T1* is 
begrensd. 
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Uit TcT1 volgt T;·cT': Daar reeds T,t de gehele H tot domein 
heeft, is T1 = T ->:-. Hiermee is de stelling bewezen. Overigens 
blijkt uit st.16,5 dat T 1 gesloten is, dus uit st.16.4 dat T** =T 1 . 
Stelling 16.4. Als DT dicht ligt in H, en T gesloten is, dan is 
ook D1I·* dicht in H, en TH-=T. 
Bewi j s: Was D ➔" niet d ic \·! i: i1; H, dan was er een :!=fo ti::: vinden met 
T' 
nj_D'T'*, dDS "[O,h] loodrecht op alle [T*f,-f] , dus [O,h]J_GT*. 
Daar-GT en G elkaars orthogonale complement ziJn (st.8.3), volgt T-¾· 
l1ieruit dat [O,h] E GT, dus dat h=·rO:::O ZOU ziJn. 
Daa r DT* dus d icht in H ligt, heeft T➔< een gead jungeerde. 
Daa r de betrelcking tussen T en T'; nu volkomen symmetriscl1 is, 
bliJkt dat T**=T. 
Stelling 16. 5. Als DT=H, dan is 1r0:· begrensd. 
BewiJs. Dit is een uitbreiding van st.10.5. BiJ elke gEDT-x- is 
f - (f,T*g) (fE H) een begrensde lineaire functionaal. Noem die 
Lg, en beschouw de collectie van alle Lg',s met gE DT➔:-, Ilg!! =1. 
Bij vaste f is Lg(f) begrensd, want !Lg(f)I= J(Tf.,g}li.1!TfJ!. 
Volgens Banach-Steinhaus (st.10,2) is er een C z6 dat 
Jj(f ,T1fg) II~ C llrll voor alle betreffende g en voor alle f EH. Door 
f=T"i-g te nemen vinden we dat l!T""g \!~C. Hieruit volgt de begrenscl~ 
heid van r:l' *, 
Stelling 16,6. Gelden twee van de volgende drie eigenschappen, dan 
geldt ook de derde: 
1° DT gesloten, 2° T gesloten;, 3° T begrensd. (DT behoeft niet 
dicht in H te liggen). 
Bewijs. Is ~C begrenscl en DT 
( f n E DT; f E H) en T f D -> g E H 
tinu), zodat g=Tf. Dus Tis 
ges lot en;, dan ga rm1deren f -, f 
n 
dst fE D,11 en Tfn _,,rf (T is imme1:-s 
gesloten. 
con-
Zij vervolgens 'r begrei1sd en gesloten. Neem een convergente 
rij f -:f (f. EDm,fEH). Dan is (f 1 een fundamentaalriJ. Daar T n D ~ nl 
begrensd is, is nu oak ITf 1 een fundamentaalri·;. Daar zowel 
, nl ~ 
l fn} als { Tfn} convergeren, en T gesloten is, bliJkt dat f EDT. 
Dus DT is gesloten. 
Zij tenslotte T gesloten en DT gesloten. We breiden eerst T 
uit tot T1 , waarin T1=TP; P stelt de proJectie-operator voor die 
H orthogonaal op DT projecteert. T1 is dus in de gehele H gede-
finieerd. De grafiek van T1 is de directe som van GT en de ruimte 
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[H-e-DT 1 0]; en is dus weer gesloten (vgl. st.8.1). Dus T1 is ge-
sloten} en kennelijk is TcT1 . Het is dus voldoende te bewiJzen 
dat T1 begrensd is. M.a.w. kunnen we ons beperken tot llet bijzon-
dere geval 11 DT=H 3 T gesloten» dan T begrensd 11 • 
Zij dus DT=H> T gesloten. T ➔~ is begrensd (st.16.5) en geslo-
ten (st.16.2), dus D? gesloten (volgens het tweede gedeelte van 
dit bewijs), en dicht in H (st.16.~-), dus DT*=H. Volgens st.16.5 
is nu T** begrensd. Maa r volgens st .16 .1~ is T=T** , dus T is be-
g re n s d , q • e • d • 
Voorbeeld 16.1. We geven een voorbeeld van een onbegrensde geslo-
ten operator T, waarvan het domein dicht in H ligt0och, in over-
eenstemming met st.16.6 1 niet de gehele H opvult). 
Zij H de numerieke Hilbertruimte der rijen (o: 1 ,a 2 , ... ) met ~ !ak 12 < oo, en DT de deelverzameling bepaald door de conditie 
~ I k a k 12 < oo. T is op DT gedefinieerd door 
T(a1,o:2,_ .. ) = (o:.1,2a.2}3a3, ... ). 
DT ligt dicht in H, want elke (a 1 , ... ,a.n,o,o, ... ) ligt in DT. We 
zullen nu T* bepalen. D.w.z. we vragen ons af voor welke ~ 1 s en 
y's geldt dat 
geldt voor alle toelaatbare a 1 s. Dus a1 [f1+2a2 r2+ •. ,=a1y1+a2y 2+ ... ,· 
We lezen direct af (door slechts een a fo te nemen) dat k~k=Yk. Dus 
~lk~kl2 < 00 J Yk=kPk. Dit is ook voldoende. We zien nu dat T*=T. 
T* is gesloten (st.16.2), dus Tis gesloten. Bovendien is T zelf-
geadjungeerd (def.16.6) en onbegrensd. 
Definitie 16.6. Zij DT dicht in H, dan l1eet T hermitisch als TcT*. 
T heet zelfgeadJungeerd (of hypermaximaal) als T=T•.:-. 
Opmerking 16.6. In ge~one woorden wil TcT* zeggen: voor alle f,g 
uit DT is (Tf,g)=(f,Tg). En T=T➔i- zegt dat bovendien geldt: gE H, 
h '= H, en als (Tf,g)=(f,h) geldt voor alle f EDT, dan is g EDT en 
h=Tg. 
Stelling 16.7. Zij T hermitisch. Dan bestaat T''f¾-, en die is hermi-
tisch en gesloten. 
Bewijs. Daar TcT➔~ " is ook DTcD,r,~;; dus DT-l(- d1cht in H. Derhalve 
heeft T* weer een geadJungeerde. 
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Uit TcT-i:- volgt T ➔:·*cT* (hoe groter de operator.:, hoe klei-
ner de geadjungeerde). En T* is gesloten (st.16.2), dus D * ligt 
v 6 ) ,.# *" v T-l(• *_v dicht in H, en T,,·H =T* (st.1 .4 . Dus T **c T=T ' 0 ' , zodat T ,,· 
hermitisch is. Dat T** gesloten is volgt weer uit st.16.2. 
Stelling 16.8. Een zelfgeadjungeerde operator Tis maximaal her-
mitisch (heeft geen echte hermitische voortzetting). 
Bewijs. Zij TcT1 , T1 hermitisch.:, dus TcT1c T~ . Uit TcT1 volgt 
T1 c T➔~ • Daa r T=T* is, blijkt da t T=T 1 . 
Voorbeeld 16.2. Zij H=L2 [0,1]. DT is de verzameling van alle 
continu differentieerbare functies 1 f op O i.Xi. 1; DT bestaat 
ui t dezelfde func ties, met echter de beperking da t f (of= f ( 1). We 
beschouwen steeds de differentiatie-operator T1f=T 2f=if'. 
Zijn fen g continu differentieerbaar, dan is 
J 1 1 ( 1 (if' 3 g) = if'g dx = i[f(x)g(x)] - J if g 1 cJx = 0 0 0 
1 
= i[f(x)g(x)] + (f,ig'). 
0 
We lezen hieruit af dat T2 hermitisch is, doch T1 niet. We 
zullen T2 bepalen. Daartoe bepa1en we alle paren g,h EL2 met de 
eigenschap dat (1I'2f.:ag)==(f .:ah) voor alle f EDT,. Als dit voor- alle 
fE DT geldt, dan geldt het i,h,b, voor alle 2 f waarvan slechts 
. a·2 1 n , ff" . t r ·1f( ) -2nkixd 1 ein·ig ve e ~ouriercoe icien en ak==j ·. x e x van nu ver-
schillen, want alle trigonometrische O polynomen zijn continu 
differentieerbaar. Zijn de Fouriercoefficienten van gen h resp. 
f3k en yk, dan vinden we de eis 
00 ,..., l_ -2 n: k C( kpk = 
- ()0 
- 00 
voor a lle :x I s van het genoemde type. Aan de ~ 1 s en y 's is de 
eis gesteld dat 6 I 0 k 12 < 00 , 6 1 y k 12 < oo • Hieruit volgt dat 
Y k=-2 n k f3k, 6 I k f3 k 12 < 00 • Het domein van T; bestaat dus uit alle 
g waa rvan de Fouriercoeffic ienten voldoen aan 6 lk ~k !2 < 00, en het 
beeld T~ g van zo 1 n g is de Fourierreeks met co~ffici~nten 
Yk=-2 n: k f3 k. T2 is een voortzetting van T2 , want als f continu 
differ.entieerbaar is met f(O)=f( 1) j dan is 61 ko:k j2 < co , hJtgeen 
blijkt door de ongelijkheid van Bessel op f' toe te passen. En' 
T* 2 is zelfgeadjungeerd; hetgeen uit voorbeeld 16.1 blijkt. 
o. I 
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Opmerking 16.7. De specialisatie van hermitische operatoren tot 
zelfgeadjungeerde is enigszins analoog aan die van isometrische 
tot unitaire. De operator U is nl. isometrisch als U in de gehele 
H_gedefinieerd isy en als elke [g>-Ug] in H x H loodrecht staat op 
GU (d.i. op alle [f,Uf]). En een isometrische operator U is dan 
en slechts dan unitair als er geen andere paren [g,h] zijn die 
loodrecht op Gu staan. (Bewijs: Is U unitair 3 dan is U(H)=H, dus 
dan is er geen [0,h] (met h/-0) loodrecht op alle [f,Uf] • Aange-
zien [ g,h ]j_GU impliceert dat [O,h+Ug]_J_GU" volgt eruit dat h=-Ug. 
Is omgekeerd U(H)/-H 5 dan is U(H) een echte gesloten deelruimte van 
H ( daa r U begrensd is), dus er ia een h/-0 met h _J_u( H), dus 
[O,h]j_Gu> terwijl h/--Uo is.) 
Stelling 16. 9. (aanv. v. st. 16. 7). Is T hermi tisch 9 dan is T c TH,. 
17. De met een hermitische operator verbonden isometrie. 
In deze paragraaf is Teen gesloten hermitische operator, met do-
mein DT dichtin H. 
Opmerking 17.1. De eis dat T gesloten is, vormt geen ingrijpende 
beperking 5 want volgens st.16.7 en st.16.9 is elke hermitische 
operator (met domein dicht in H) tot een gesloten hermitische 
-)'-Y-
op era tor (nl. T.) voort te zetten. 
Verder merken we op dat elke zelfgeadjungeerde operator auto-
matisch gesloten en hermitisch is (st.16, 28 stelling 2). Het om-
gekeerde blijkt echter onjuist te zijn (zie voorbeeld 17.1 en st. 
17.6). 
Het is niet moeilijk in te zien dat een gesloten hermitische 
T dan en slechts dan zelfgeadjungecrd is als T* hermitisch is. 
Definitie 17 .1. K1 en K2 zijn de , deelruimten van H.i gedefinieerd 
door 
K1= ((T+iI)fl 
K2 = l ( T- i I ) f I 
f /CD l ~ T ' 
f EDT j 
(I is de eenheidsoperator: If=f). 
Stelling 17.1. Voor alle fE DT" g EDT is 
( [ f, ~f] , [ g, Tg] ) = ( f, g) + ( Tf "Tg) = 
= ((T+iI)f, (T+iI)g) = ((T-iI)f, (T-iI)g). 
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ppmerking 17.2, Volgens st.17.1 is de afbeelding van GT in H, gege-
ven door [f ,Tf] ➔ (T+iI)f isometrisch. 
Stelling 17,2. De afbeelding f ➔ (T+iI)f van DT op K1 is eeneendui-
dig, evenals de afbeelding f ➔ (T-iI)f van DT op K2 . 
Bewijs. De afbeelding f -[ fJTf] van DT op GT is eeneenduidig. En 
de afbeelding [f,Tf] -(T+iI)f van GT op K1 is isometrisch 5 dus even-
eens eeneenduidig. 
Stelling 17,3. De afbeelding k ➔ Vk = (T-iI)(T+iI)-1k is een een-
eenduidige isometrische afbeelding van K1 op K2 . 
Bewijs. Men kan V beschouwen als QP-1 , waarin Pen Q de afbeeldin-
gen [f 5 Tf] ➔ (T+iI)f resp. ➔ (T-iI)f zijn. Daar Pen Q isometrisch 
zijn, is V isometrisch (dus eeneenduidig). 
Opmerking 17.3, Het verband tussen Ten V wordt door de volgende 
formules weergegeven: 
fE DT, dan V(Tf+if) = Tf-if 
kE K1 , dan T(k-Vk) = i(k+Vk). 
Parametervoorstellingen voor Gv en GT zi,jn respectievelijk 
GV [Tf+if, rrf-if] (fEDT) 
GT [ k-Vk, i(k+Vk)] (k EK1 ) 
Stelling 17.4. K1 en K2 zijn gesloten deelruimten van H. 
Bewijs. Volgens opm. 17.2 zijn ze isometrisch met GT. Daar T geslo-
ten is 5 is GT gesloten, dus volledig. Dus K1 en K2 zijn volledig, 
dus gesloten. 
Stelling 17,5. Nodig en voldoende opdat de isometrische afbeelding 
V van K1 op K2 tot een unitaire operator kan worden voortgezet; is 
dat H.,;,. K1 en H-e-K2 dezelfde dimensie hebben. (Hoewel we ook operato-
ren beschouwen die niet in de gehele H gedefinieerd zijn 5 blijft 
11 unitaire operator" een isometrische afbeelding van Hop zichzelf 
aanduiden.) 
Bewijs. 1°. Nodig. Zij VcU, U unitair. Als f EH-e-K15 dan is 
(f,k)=O voor alle kE K1 , dus (Uf ,Uk)=O voor alle kE K1 ., dus 
Ufj_U(K1)=V(K1 )=K2 , dus Uf EH-a- K2 . Is omgekeerd f EH, UfE H-e-K2 , 
dan staat Uf loodrecht op V(K1 ), dus op U(K1 ), zodat (Uf,Uk)=O voor 
a lle k E K1 , dus ( f, k)=O voor a lle k E K1 , dus f E H -e-K1 . Door U wordt 
H.a. K1 dus op H.o. K2 afgebeeld. :Jaar deze afbeelding isometrisch is 5 
is zij eeneenduidig. Hieruit volgt dat de genoemde ruimten dezelfde 
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dimensie hebben, d.w.z. dat ze volledige orthonormaalsystemen be-
zitten die onderling gelijl,anachtig zijn. 
0 2 • Voldoende. Laat H~ K1 en H.o. K2 dezelfde dimensie hebben. 
Dan is er een isometrische afbeelding W van H..a K1 op H.g. K2 • H is 
de directe som van K1 en H.o.K1 (st.17.4 en st.8.3). Definieer nu 
U in H door 
U(k+h) = Vk + Wh 
Deze U is eeneenduidig en isometrisch, dus unitair. 
Voorbeeld 17.1. We willen een voorbeeld construeren van een geslo-
ten hermi tische opera tor T waa rbij H-G- K1 en HG. K2 verschillend zijn. 
We nemen H separabel, met volledig orthonormaalsysteem cr 1 , cp 2 , ..•. 
We willen bereiken dat K1=H en K2=H~11 wordt, en dat V de isometrie 
wordt, beschreven door Vcpk=crk+1 (k=1,2 3 ••• ). Als dit zo is, zal er 
bij elk natuurlijk getal keen fE H zijn met Tf+if=2C?k> Tf-if=2cpk+1 , 
dus f=i,.pk+1 -i(pk' Tf=yk+q)k+1 . We zullen een gesloten hermitische T 
definieren die hieraan voldoet. 
Beschouw nu in H x H de deelruimte R die bestaat uit de eindige 
lineaire combinaties van de vectoren 
( k= 1 , 2 > • • , ) , 
en ZlJ R de afsluiting van R in H x H. We zullen bewijzen dat R een 
grafiek is. Neem aan [O,h]E R, h==y1 cp1 +r2 cp2 + .... Bij elke 8 )0 is 
er nu een stel getallen c 1 ,c 2 , •.. (vanaf zekere index allemaal nul) 
te vinden met 
II''> 11 ck ( i 9k+1-irpk) II< s 
L..., 1 
Dit impliceert jc 1 j <c, !c 1-c 2! < s, lc 2 -c 3 j <c , ..• en jc 1-r1 j<c:, 
~c 2 +c 1-Y2 I <,., lc 3+c 2-y3 j < c , •••• Hieruit leidt men gemakkeliJk af 
da t !ck I < ks , I y kl < 2k s , Daa r s ona fhankelijk van de Y I s gekozen 
kan word en, zien we da t a lle Y I s nul zijn, dus h=O. Dus R is eem 
grafiek, Definieer T door R=GT. 
Tis gesloten, daar R gesloten is. Om te laten zien 
die ht in H ligt, is het voldoende aan te tonen da t q; 1 E DT 
cp 1 -cp2 ," 9 2- cr3 , . .. liggen er ook in) : 
II \n n+1-k I 1 \ n+1 l.. cp1 -[;
1 
n (cpk- 9k+1)1 = n11L2 c,okjj= n-2 __,, O 
dat DT 
is ( w.ant 
(n ➔ co), 
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Tenslotte tonen we aan dat T hermitisch is. We moeten daartoe 
bewijzen dat elke [ f .,g] uit GT=R voldoet aan [g,-f] E (H x H)-G- R, 
dus aan [g,-f]j_ R. Het is voldoende om dit voor de [f,g] uit Rte 
bewijzen. Daarvoor volgt het uit het feit dat 
[ym + q,m+1'-i 9 m+1 + i rpm]J..[i 9 k+1 -i 9k, cpk+ cpk+1] 
voor a lle k.9 m=1:12., ..• ., hetgeen men gemakkelijk na rekent. 
Dus Tis gesloten hermitisch, met domein dicht in H. We bepa-
len K.1 en K2 • K-1 bevat de vectoren cpk+'1k+'1+i (ic;k+1-i<rk)=2cpk (k=1,2., ... ). 
Daar K1 gesloten is (st.17.4•L blijkt dat K1=H. Voor de isometrie 
V (uit st.17.3) geldt 2V 9k=V(T+iI)(ic;ik+1 -iY:·k)=(T-iI)(i<rk+'1-icpk)= 
=crk+9k+1-i(i~k+1-1cpk)=29k+1 • Dus K2 wordt opgespannen door 
cp 2 ,CJl 3 9 •• ,., zodat H~K2 de dimensie 1 heeft. 
Stelling 17.6. Nodig en voldoende opdat T zelfgeadjungeerd is, is 
dat K'1=K2=H. 
Bewijs. Daar T gesloten en hermitisch is, z1Jn GT en G vgesloten, T.,,-
en GT c GT*" De stelling volgt nu uit de algemenere uitspraak: 
GT*..g. GT is isometrisch met de directe som van H.o.. K1 en H-e- K2 • 
Zij [f,g] EGT*.o.GT. Dan is [f.,g]j_GT en [g,-f]j_GT. ~us 
[f+ig,-i(f+ig)Jj_GT, [f-ig, i(f-ig)Jj_GT. Bovendien is Lf.,g] ge-
lijk aan de halve som van deze vectoren. We brengen in GT*~GT twee 
deelruimten aan: M1 , die bestaat uit alle [h 1 ih] die j_GT staan, en 
M2 die bestaat uit alle [h.,-ih] diej_GT staan. M1j_M2, want 
[h.,ih]Jlh' .,-ih'] voor alle h,h'. En elke [f.,g] is de som van een 
vector uit M1 en een vector uit M2 , zodat GT*~GT de directe som 
M'1+M2 is. 
M1 bestaat uit alle [h,ih] met [h,ih]J_GT. De laa.tste voor-
waarde wil zeggen dat (h,f)+(ih,Tf)=O voor alle fE DT, dus dat 
(ih,Tf+if)=O voor alle f EDT, dus dat hJ._K1 . Derhalve is 
M1 = [ h s ih] I h E H -& K1 J 
M2 = [ h, -ih] I h E H-& K2 } , 
1 1 
en de afbeelding h->[2-2 h> 2-2 ih] is een isometrie., evenals de 
overeenkomstige met -i i.p.v. i. 
Stelling 17.7. Als U unitair is, en het getal 1 niet tot eigen-
waarde heeft, dan is er een zelfgeadjungeerde operator T waarbij 
de V uit st.17.3 precies U is (dus K1=K2=H), met DT=(I-U)H, gede-
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finieerd door T(I-U)h=i(I+U)h (hE H). Er is voldaan aan UDT=DT, 
TUf=UTf voor alle f EDT.; (T-iI)f=U(T+iI)f voor alle f EDT. Deze 
zelfgeadjungeerde operator zullen we de bij U behorende zelfge-
adjungeerde operator noemen, en met i(I+U)/(I-U) aanduiden. 
Bewijs. De verzameling van alle (I-U)h (h EH) ligt dicht in H. 
Want een fE H die loodrecht .op alle (I-U)h staat, voldoet aan 
O=((I-U)h,f)=(Uh,Uf)-(Uh,f), zodat Uf-f loodrecht op alle h staat. 
Daaruit volgt Uf-f=0 5 dus f=O (daar 1 geen eigenwaarde is). 
Uit (I-U)h1=(I-U)h2 volgt dat h1=h2 (want 1 is geen eigen-
waarde). Derhalve is door de formule T(I-U)h=i(U+I)h op DT=(I-U)H 
een lineaire operator gedefinieerd. Deze is zelfgeadjungeerd. Vol-
doen nl. v en w uit Haan 
(i(U+I)h,v) =((I-U)h,w) (alle h EH) 
dan is (Uh,-iv-iUv)=(Uh,Uw-w) (alle h EH), dus i(I+U)v=(I-U)w. 
Dus V=½(I+U)v+½(I-U)v-t(I-U)(-iw+v)., zodat v EDT, en 
Tv-~i(I+U)(-iw+v)=½(I+U)w+½(I-U)w=w. Omgekeerd is gemakkelijk in 
te zien dat met elke v EDT, W=Tv aan de gestelde eis is voldaan. 
Dus Tis zelfgeadjungeerd. (Men kan dit ook bewijzen door aan te 
tonen dat T gesloten en hermitisch is, en dat K1=K2=H, zodat 
st.17.6 kan warden toegepast). 
De verdere beweringen zijn nagenoeg triviaal. Wegens 
U(U-I)h=(U-I)Uh, u-1(U-I)h=(U-I)U-1h, is UDT=DT. Verder is 
K1=(T+iI)DT=(i(I+U)+i(I-U))H=H, K2=(T-iI)DT=(i(I+U)-i(I-U))H= 
=2iUH=H, enz. 
Stelling 17.8. Laat T gesloten en hermitisch zijn, met domein 
dicht in H, en V=(T-iI)(T+iI)-1 (zie st.17.2). Laat U unitair 
zijn, en Ve U (volgens st.17.5 impliceert dit dat He-K1 en H-e-K2 
dezelfde dimensie hebben). Dan is 1 geen eigenwaarde van U, en 
i(I+U)/(I-U) (zie st.17.7) is een zelfgeadjungeerde voortzetting 
van T. Als V=U, dan is T=i(I+U)/I-U). 
Bewijs. Neem even aan da t er een g EH is met Ug=g. Voor elke f E DT 
geldt Tf-if=V(Tf+if), dus Tf-if=U(Tf+if). Vormen we links en 
rechts het inwendige product met g, dan komt er (Tf,g)-(if,g)= 
=(Tf,g) + (if,g) (merk op dat (Uh,g)=(Uh,Ug)=(h,g) voor alle h), 
zodat (f,g)=O. Dus g staat loodrecht op DT, dus g=O. Dus 1 is geen 
eigenwaarde van U. 
Als f EDT, dan is Tf-if=U(Tf+if), dus met h=Tf+if is 
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(I-U)h=Tf+if-(Tf-if)=2ifJ i(I+U)h=i(Tf+if)+i(Tf-if)=T(2if). 
Hier staat te lezen dat i(I+U)/(I-U) een voortzetting van Tis. 
Neem nu aan dat V=U. Dan is Dv=Du=H~ dus (T+iI)DT=H. We 
hebben (I-U)(T+iI)f=(T+iI)f-(T-iI)f=2if voor alle f EDT. Dus 
(I-U)(T+iI)DT=DTJ dus (I-U)H=DT. En voor elke hE His er een 
fE DT met h=(T+iI)f, dus T(I-U)h=T(I-U)(T+iI)f=2iTf=i((T+iI)f+ 
+(T-iI)f)=i(I+U)h. Inderdaad is dus T=i(I+U)/(I-U). 
De berekeningen lijken enigszins gekunsteld. Dat komt door-
dat we niet onbezorgd met gebroken rationale functies van opera-
toren durven te rekenen. 
Voorbeeld 17.2. Als T gesloten hermitisch is met domein dicht in 
H3 en als H-e- K1 en H-& K2 dezelfde positieve dimensie hebbei1 3 dan 
heeft (zie het bewijs van st.17.5) V verschillende unitaire voort-
zettingen, dus (st.17.8) dan heeft T verschillende zelfgeadJun-
geerde voortzettingen. We geven hiervan een voorbeeld. 
Zij H=L2 ((0.;1]) (met gewone Lebesgue-maatL f 0 E H het ele-
ment met f
0
(x)~ 1.; en beschouw de unitaire operator U met 
(Uf)(x)= e2nix f(x). Zij H1=H ~r0 • We laten zien dat (I-U)H1 
dicht in H ligt. Voldoende is daartoe om te laten zien dat elke 
>'..a;b(= de karakteristieke functie van (a,b] ) met 0< a< b<1 door 
elementen van (I-U)H1 kan worden benaderd. Kies e (0 < e <a). De-
finieer h(x)=(1-e 2 '°d x)-1op(9.1 b]; h(x)=Oop (s,a) en or, (b,1]; h(x) = 
,;;-E:-
1A op (0 9 c] (met A==£\1(x)dx). Dan is (hJf 0 )=0, dus hEH1 . 
Verder is (I-U)h- Xa.,b een functie., die voor c <x_-5_ 1 nul is., en 
v o or O < x ,-5. s g e 1 i j k is a a n - s - 1 A ( 1 -e 2 n 1 x ) . Dus 
-2 2 
= E: fa:.. (t,, 2 ,~ ix I 2 dx < C "' . i I 1-e I c. -
J 
waarin C slechts van a en b afhangt. 
We definieren nu T door DT=(I-U)H15 T(I-U)h=i(I+U)h (h E H1 ) 
(merk op dat 1 geen eigenwaarde van U is). Dan is T hermitisch, 
want het ~seen restrictie van de zelfgeadJungeerde operator 
i(I+U)/(I-U). En Tis gesloten. Als nl. de rijen {(I-U)hn} en 
li(I+U)hn} (hn EH1 ) beide convergeren 5 dan convergeren ook de 
rijen (hn} en {Uhn} , naar limieten h resp. k. Daar U begrensd is> 
is k=UQ. Daar H1 gesloten is, geldt h E H1 . Dus het limietpunt 
[(I-U)h; i(I+U)h] behoort inderdaad tot GT. Dus Tis gesloten. 
Tenslotte merken we op dat K1=(T+iI)DT bestaat uit alle 
i(I+U)h+i(I-U)h met h EH13 zodat K1=H1 . En de volgens st.17.3 bij 
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T behorende operator Vis de restrictie van U tot H1 , want voor 
hE H1 is (T-iI)(I-U)h=i(I+U)h-i(I-U)h~2iUh, 
(T+iI)(I-U)h=i(I+U)h+i(I-U)h=2ih. 
Beschouw het volledige orthonormaa lsysteem { cp n} :, met 
( ) 2 re nix . ( ) C? n x =e . Dan ::i.s U cp n=cpn+1 n=O, +1, . . . . H1 wordt opgespan-
nen door de cpn met n=+1,+2, ... , en DT=(I-U)H1 ~door 
cp 1-cP2 , cp 2- cpy ••. en cp~ 1-g:i0 , cp_ 2-rp_1 , ... (du_s cp 0 -<p1 ontbreekt 
hierbij). Tis vastgelegd door T(cpn-<pn+'1)=i(cpn+cpn+1 ) (n/0), en 
Vis vastgelegd door V cpn=<rn+'1 (n/0). We kiezen nu een getal ~ 
(jrij =1), en zetten V voort tot U1 , door de afspraak U'cp =ri cp 1 • . 0 
Nu wordt T voortgezet tot T' door de afspraak T'(cp
0
- ri cp 1 )=i(cp0 + rJ<p1 ). 
Defini tie 17. 2. Laa t Q= { cp 1 , cp 2 , ... } een volled ig orthonormaa 1-
systeem in H ziJn. We definieren de afbeelding 8=8Q door 
\1 ~ 
eL\o:.cp.=)a.cp,. 
J.1 L..JJ. l 
Deze voldoet aan (6f,9g)=(g,f), e(o:f)= aef. 
f EH heet reeel (t.o.v. Q) als f=9f. Een operator T heet 
reeel (t.o.v. Q) als 8DT=DT, en 9Tf=T8f (f EDT). 
Merk op date geen lineaire operator is (eif=-i8f). 
Stelling 17.9. Als T hermitisch; gesloten en reeel is, dan bestaat 
er een reele zelfgeadjungeerde voortzetting van T. 
Bewijs. K1=(T+iI)DT, K2=(T-iI)DT. Daaruit volgt dat eK1=(T-iI)8DT= 
=(T-iI)DT=K2 • Hieruit volgt gemakkelijk dat 9(H.o.K1 )=H-e-K2 , zodat 
deze ruimten dezelfde dimensie hebben. Volgens st.17.5 heeft nu V 
een unitaire voortzetting, dus T heeft een zelfgeadjungeerde voort-
zetting. 
We tonen vervolgens aan dat Teen reele zelfgeadjungeerde 
voortzetting heeft. Dat T reeel is betekent dat 6V9V=I, (want we-
gens T-iI=V(T+iI) is (ev)(T+iI)=8(T-iI)=(T+iI)e) en omgekeerd. We 
willen dus V z6 voortzetten tot een unitaire U, dat 8U9U=I, (en 
daarna kan st.17.8 warden toegepast). 
We sluiten nu aan bij het bewijs van st.17.5. De ruimten 
M1=H -e- K1 en M2=H-e- K2 voldoen aan 8M1=M2 . We zoeken een isometrische 
afbee191ng W van M1 op M2 met 9W9W=I. Zij <J; 1 , ~ 2J••· een volledig 
orthonormaalsysteem iQ M1 , dan is e <J; 13 8 <J; 2 , ... er eeh ih M2 . De-
finieer w door W(E o:k <J;k)= rak6<j;k' dan is (ew)( I:ak <J;k)= Eak.j.,k' 
dus (ew) 2=I. 
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Opmerking 17.4. In het geval van st. 17.9 bestaan er (tenzij T 
reeds zelfgeadjungeerd is) verschillende reele zelfgeadJungeerde 
voortzettingen. Men kan i.p.v. W nl. even geed nemen W1=n WJ met 
een complex getal ,1 met modulus 1. Als de dimensie van M1 grater 
dan 1 is!) zijn er nog meer mogelijkheden. 
Opmerking 17.5. St. 17.9 kan als volgt warden omgekeerd: bij elke 
zelfgeadjungeerde Tis een volledig orthonormaalsysteem Q te vinden 
zo dat T reeel is t.o.v. Q. Dit is in te zien door eerst te bewiJ-
zen dater bij elke unitaire operator U een Q te vinden is zodanig 
dat -8-U -0-U=I. Daartoe representeren we H ols directe som van L 2
1 s 
waarin Ude vermenigvuldiging met e 2nix voorstelt. Kies nu in elke 
L2 een volledig orthonormaalsysteem dat geheel uit reele functies 
bestaat. Dit legt ◊vast. Als g=(fU)f, h==(B-U)g, dan is 
g(x)=e2 rcixf(x):; en h(x)=e 2rcixg(x)==e_2n 1xe 2nixf(x), dus -8 U -0-U==I. 
Bij een gesloten hermitische, doch niet zelfgeadJungeerde, 
operator T kan niet altijd een Q gevonden worden zodat T reeel is 
t.o.v. Q. Want zo 1 n T heeft niet altijd een zelfgeadJungeerde voort-
zetting; daartoe is de voorwaarde van st.17.5 noodzakelijk. 
We komen nu tot de hoofdstelling, die de zelfgeadjungeerde 
operatoren karakteriseert. Er ziJn verschillende formuleringen 
mogelijk: 1°.aansluitende aan st.13,2 en st.13.4; 2°. aansluitende 
aan st.14.1-~; 3°. aansluitende aan de formule bovenaan blz.57. We 
kiezen de eerstgenoemde weg. 
Stelling 17.10. ZiJ Teen zelfgeadjungeerde operator in de Hilbert-
ruimte H. Dan is H isometrisch met een (al dan niet aftelbare) 
directe som 
H 1 = L2 ( ( - oo , oo) , p 1 ) + L 2 ( ( - co , oo ) , ~ 2 ) + 
(waarin de Pj's monotoon niet-dalende begrensde reele functies ziJn), 
zo da t de met T in H' c orresponderende opera tor, die we gema ksha 1 ve 
wee:r T noemen:, voldoet aan: 
1°. Zij hE H', en h=h1+h2 + ... de directe splitsing van h. Dan en 
slec~-,ts dan geldt h E DT a ls 
~ j jT xh j ( x) I 2 d f3 j ( x) < oo • 
-oo 
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(p.p.Uj)). 
0mgekeerd geldt dat elke operator T met de eigenschappen 1° en 2° 
zelfgeadJungeerd is. 
Bewijs. Zij T zelfgeadjungeerd. De isometrische operator V, die 
K1 op K2 afbeeldt (st.17.3), is unitair (st.17.6). Noem deze V 
verder u. U heeft 1 niet tot eigenwaarde (st.17.8). Verder is 
DT=(I-U)H (st.17.7), en T wordt volledig beschreven door 
T(I-U)h=i(I+U)h (he H). 
Volgens st.13.2 en st.13.4 is H te representeren als 
H 11 = L2 ( ( 0, 1 ] , 1:i. 1 ) + L2 ( ( 0, 1 ] , ex 2 ) + . . . , 
zo dat (UhJ)(x) = e 2nixhj(x) wordt (als h==h1+h2+ ... de directe 
spli tsing van een h e H is). Daa r 1 geen eigenwaa rde van U is, is 
elke a .(x) linkscontinu in X=1 (vgl. opm.13.2). Dit betekent dat 
J 
er niets verloren gaat als we ons tot het open interval (0,1) be-
perken, dus de L2((0,1),aj)'s nemen. 
Zij he H", h=h1+h 2+ .... Nu is, als (I-U)h=g, voldaan aan 
g e DT > en g , ( x ) == ( 1 - e 2 TC ix ) h , ( x ) . Dus 
J J 
(1) 
\ 
> , Jr I Cot TC X g . ( X) 12 d (X , ( X) < 00 • 
-J (0,1) J J 
0mgelceerd, a ls g voldoet aan ( 1) en aan g e H 11 , dus aan 
L j J I g , ( x) 12 a a . ( x) < co , (0J1) J J 
dan is g van de vorm (I-U)h met h 1:H 11 :, want 
j lg (x) (1-e 2nix)-1 12 d c. ,.(x)< L~ r lcotTC X g.(x)j 2aa.(x), ( , 1 ) ' J J - ( OJ., 1 ) J J 
2rriv -1 
zodat we hj(x)=gj(x) (1-e · ") kunnen nemen. 
Is nu g EDT> g=(I-U)h, dan is Tg=i(I+U)h=k, dus 
k.(x) = -cot n x.g (x). 
J J 
We behoeven nu nog slechts de overgang van (0:,1) naar (- oo, co) 
te maken. Dit komt neer op de substitutie -cot,, X=y; waardoor (0,1) 
op (- oo, co) wordt afgebeeld. Aan de functie g(x) e L2((0,1), 0-) 
voegen we toe de functie t1.- ( y) E L2 ( (- oo, co)> P ) , waa rin 
g '\-cot ,~ x)=g(x), en waarin 
zodat steeds 
r (-cot TIX)= 
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Dit is bijv. in te zien door voor g1 en g 2 eerst karakteristieke 
functies van halfopen intervallen te nemen. 
Dat omgel{eerd elke T die aan 1° en 2° voldoet J automatisch 
zelfgeadjungeerd is., blijkt uit st.17.7., maar kan ook; met zeer 
weinig kennis van operatorentheorie; direct worden afgeleid (het 
is een soort continu analogon van voorbeeld 16.1). 
Oprnerking 17.6. De begrensdheid van de ~ 1 s biedt geen wezenlijke 
beperking. We kunnen altijd van een L2 met begrensde f overgaan op 
een L2 met onbegrensde p , en omgekeerd. Zij nl. y ( x) monotoon 
niet-dalend op (-00.,00), en onbegrensd. Dan is er een positieve 
continue functie p(x) met J00 p(x) 2d y (x) < 00 • Definieer nu P (x) 
door f( ] p(x) 2d Y(x). _oo Aan elke fE L2 (y) voegen we nu toe - oo, X 
de g E 1 2 U) met g(x)=f(x)/p(x). Is g 1 (x)=f1 (x)/p(x), g 2(x)=f2 (x)/p(x: 
dan is 
r 1 (x) r 2 (x) d Y(x) = J00 g 1 (x) g 2 (x) d ~ (x), 
-oo 
zodat de afbeelding een isometrie is. Daar p(x) steeds positief isJ 
treedt de gehele L2 (p) als beeld op. 
Wordt verder door f(x) - xf(x) een zelfgeadjungeerde operator 
beschreven in L2 (Y), dan correspondeert die in 1 2(p) met 
f(x)p(x) ~ xf(x)p(x)J dus weer g(x) - xg(x). Er is nog een aantal 
details uit te voeren, doch die hebben niets om jet lijf. 
Opmerking 17.7. We gaan nog even na water gebeurt als T begrensd 
is. Als T hermitisch, gesloten en begrensd is, en DT dlcht in H, 
dan is (volgens st.16.6) DT gesloten, dus DT=H. Dus Tis in de ge-
hele H gedefinieerd. Daar nu DT geen uitbreiding meer toelaat, en 
T cT·'., isJ zien we dat T zelfgeadjungeerd is. Nu lean 'I' in de in st. 
17 .10 aangegeven vorm warden gerepresenteerd. 
Uit het feit dat T begrensd isJ laat zich nu gemakkelijk af-
leiden da t er reele geta llen A en B bestaan z6 da t a lle P 's con-
stant zijn buiten het interval [A,B]. Derhalve kunnen we in st. 
17.10 met een maat over [AJB] i.p.v. over(·- oo~oo) werken. Omge-
keerd is direct duidelijk: als Tin deze vorm gerepresenteerd is, 
met [ A_.B] i.p.v. (- oo, oo), dan is T begrensd; nl. 
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!ITfl! .5. llfll • max(IA! ,IBI) voor alle f uit H. 
18. Compacte hermitische operatoren. 
Definitie 18.1. Een operator Tin H heet compact (ook wel 11 volle-
dig continu", 11 vollstetig 11 ) als DT=H en als de eenheidsbol I! f 11 .5. 1 
door Top een compact deel van H wordt afgebeeld. M.a.w. voor elke 
rij { f n} ( fn E H, II fnll .5. '1) heeft de rij { Tf n} een convergente 
deelrij. 
Opmerking 18.1. Elke compacte operator is begrensd. Is nl. T niet 
begrensd., dan is er een rij {fnl met !lfnll .5.'1, l!Tfnll ➔ oo, zodat 
f Tfn} geen convergente deelrij heeft. 
Voorbeeld '18.1. We geven eerst een voorbeeld van een compacte ver-
zameling. Laat cp 1 , cp 2 , ... een volledig orthogonaalsysteem zijn, en 
a 1 ., a 2 , . . . een bijbehorend stel reele geta llen 2. O met E a j 
2 < oo • 
S zij de verzameling van alle fE H met de eigenschap dat 
l(f,cpj)l.5.aj (alle j). Dan is S compact. Uit elke rij r1 ,f2 ;o., 
uit S kunnen we nl. een deelrij kiezen f ,f , ... z6 dat 
n n 
limk (f ,cp~) bestaat. Daaruit weer Jen 2 deelrij z6 dat ook 
-'>00 n I 
het inwendig~ product met cp 2 een limiet krijgt, enz. Tenslotte ne-
men we een z.g. diagonaalrij, en die blijkt gemakkelijk aan de ge-
stelde eis te voldoen. 
Voorbeeld 18.2. Zonder bewijs zullen we enkele feiten uit de inte-
graalrekening gebruiken. Laat X een maatruimte zijn. Dan is ook XxX 
een maatruimte. De functies op Xx X schrijven we als functies van 
twee variabelen x en t. Is cp 1 (x), cp 2 (xL ... een volledig ortho-
normaa lsysteem op X.'I dan vormen de func ties qi ( x) cp 1 ( t) een vol-J ,( 
ledig orthonormaaJ.systeem op Xx X. 
Zij K(x,t) een functie uit L2 (x x X). Aan elke fE L2 (x) wordt 
nu een g=TfE L2 (X) toegevoegd volgens de formule 
Dit is een lineaire transformatie met DT=H, en Tis compact. Is nl. 
f(x)= Ek yk cpk(x), g(x)= E. o. 9 .(x)., K(x,t)= '°.Ek n .k cp .(x)crk(tL J J J J J>. J 
dan is'oj=Ek 
dan blijkt dat 
-- 2 2 2 
n jk Y k' en E j Ek In: jk I < 00 • Noem Ek I n jk I =a j ., 
IO jl .5.aj. !Ir!! . Volgens voorb.'18.'1 wordt nu de bol 
II fll .5. 1 door T op een compacte verzameling afgebeeld. 
,. 
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Opmerking 18.2. Als in voorbeeld 18.2 wordt aangenomen dat 
K(xJt) = K(t,x) voor alle x en t, dan is gemakkelijk in te zien 
dat T hermitisch is (dus zelfgeadjungeerd Jwant DT=H). 
Stelling 18.1. Als Teen compacte hermitische operator in His, 
dan is H de directe som van twee Hilbertruimten Ken M met de vol-
gende eigenschappen: 
1° Th= 0 voor alle h EK. 
2° M bezit een hoogstens aftelbaar volledig orthonormaal-
systeem (µ 1 , ¢ 2 s ••• , z6 da t ellce ¢ k eigenfunc tie van T is., met 
reele eigenwaa rde 1c k' terwij 1 11.k -> 0 ( k -> oo). Orngekeerd is elke 
operator T die de genoemde eigenschappen heeft compact en hermi-
tisch. 
Bewijs. Deze stelling kan worden bewezen zonder van de algemene 
theorie der zelfgeadjungeerde operatoren gebruik te maken (zie 
bijv. Riesz-Nagy; voor het in voorbeeld 18.2 genoemde geval is het 
de bekende theorie van Hilbert-Schmidt., die in de meeste boeken 
over integraalvergeliJkingen behandeld wordt). Hier zullen we ans 
echter op de algemene theorie beroepen. 
Zij T compact hermitisch. We representeren T volgens st.17.10. 
Zij dus H= L'. "L2 ((- oo:i oo):i r. ,) • Bij elke a> 0 kunnen we de deel~ J J 
ruimte Ha beschouwen gegeven door 
Ha = L'. j L2 ( ( a , oo) , p j ) • 
Voor alle f E Ha geldt (Tf .sf)_?. a(f.,f). Op grand hiervan tonen 
we aan dat de dimensie van H eindig is. Als nl. de dimensie van 
a 
Ha oneindig is, dan is er een aftelbaar (misschien onvolledig) 
orthonormaalsysteem r 1,r2 ,r3 , .... Daar T compact is, heeft fTfn} 
een convergente deelrij. We mogen aannemen, dat de rij Tf1 ,Tr2 , ... 
zelf reeds convergeert, naa 1" een element g E H . Wegens de ongelijk-
a 
heid van Bessel is (fn_,,g) -, O. Verder is 
zodat (Tfn5f ) -, 0. Docl1 (Tf ,f ) > a(f ,f )=a> 0, zodat we een te-
n n n - n n 
genspraak hebben. 
Een L2 ( (p 5 q) i ~ ) heeft slechts dan een eindige dimensie als P 
hoogstens eindig vele sprongpunten heeft, en constant is in elk der 
deelintcrvallen waarin (p~q) door die sprongpunten wordt verdeeld. 
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We zien nu dat van de µ_rs hoogstens eindig vele niet constant zijn 
J 
rechts van a, en bij de eindig vele uitzonderingen is p" rechts 
J 
van a een functie van het bovengenoemde type. 
We kunnen precies dezelfde rcdenering volgen met betrekking 
tot (- oo,-a). We komen zo tot de eindig-dimensionale ruimte H_a· 
De d irec te som van H en H stellen we door Ha' voor. Ha' wor>dt 
a -a 
door Tin zichzelf gctransformeerd, en H~ bevat een orthonormaal-
systeem van eigenvectoren. waarvan de eigenwaarden alle in absolute 
waa rde 2. a zijn. 
Als o < b < a :1 dan is Ha c Hb. En de eigenwaa rden van de ( eindig 
vele) in Hb-e-Ha gelegen eigenvectoren liggen alle in absolute waar-
de in het interval [b,a]. Zij K de ruimte der vectoren die lood-
recht op alle H
8 
's staan. De elementen van K zijn functies die (in 
elke L2(Pj)) slechts in X=O van nul kunnen verschillen, en worden 
dus door T geannuleerd. Neem verder M=H -e-K; dit is de afsluiting 
der vereniging van alle Ha's. De gezamenlijke eigenvectoren van 
alle Ha 1 s vormen nu een volledig orthonormaalsysteem. Daar er bij 
elke a/0 slechts eindig vele eigenvectoren biJ zijn met eigenwaarde 
buiten (-a ;a) 9 zien we dat er, na v1illekeurige nummering van de 
eigenvectoren 3 voldaan is aan Ak ~ O. 
Dat omgekeerd elke T met de eigenschappen 1° en 2° automatisch 
compact is, komt neer op het volgende feit~ de verzameling van alle 
t:: Ak Yk ,pk E M met z::jykl 2 .~ 1 is een compact deel van M. Dit kan op 
de in voorb.18.1 aangegeven manier warden bewezcn. 
:~ r. r a t a 
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11heet 11 meet zijn "heten 11 • 
in de integrand meet g(x) door if-;y worden ver-
vangen, 
iiiToorbeeld 1:r meet zijn 11 voorb, 2,1;'· 
11 Dus II (f, g) 12. II meet zijn "Dan is I (f, g) r 2. ;,. 
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l.7,. 7. In st. 3.1 rn.oet "= - r:" -;rorden vervangen door " I! f - g II 11 • 
Lz. 8. In de 1e zin van het lJevrijs van st. 3.,~ toevoegen 2 "T aftelbaar 11 • 
In de 5e re gel van 011m. 3. 1 moet R3 ( aan h,,t begin van d.e re gel) warden vcrvan~on door R2 • 
Lz. 10 t.e.m. 16 zijn abusiovolijl;: genumJ!l.erd 13 t.e.m., 19. 
Lz. 10. Na def. 4.1 invoegon i "Esn zi:rakke IP - ruimte behoeft niet steeds een 
IP - ruirde tc zijn. Het or:igekeerde is wel het 
,r;,;eval." 
Lz. 18. In def. 7"1 korot 3 X "A B II voorc Dit moot achtr.,reenvolgens zijn: 
Lz. 19. 
L z. 20. 
11 At'i:B, A \,B, AuB ". 
00 
In def. 7. 6, laa tsto re gel? morit staan l_; A.:) S • 
i=1 l 
In regel 7 v.o. aan hct slot? achter 11elonwnt van s is" toevoegen i 
11 vgl. opm. 7. 8 11 • 
. ::1. 22. In 4e regel aan hs t boein een ( plaa tscn. 
Regel 15 
In regel 
v.o. . . 
7 v. o. 
voor 11 h,:1t absolute kwadraa tt1 invoegen "de integraal van", 
" t 2 ( ) 
11 vervangen door II t 2 (x) " • 
. Z 0 24° In regel 5 v. o • 
. z 0 25. Regel 14 v.o • 
. z 0 28 • Regel 10 v.b. 
.z 0 30. Rogel 6 v.b. . . 
In 1e 'egel v.h. 
. z 0 33. In Se regel VO h. 
11 
=:~ µ(Ai) 11 vervangen door U ~ Ai . 
),ra ·1gosloten is in B. 1 " toevoegon "en R1 een 
Hil bertruimte is" • 
"een isomotrio is" moot zijn 11 Gon isometrie van 
H .Q.12. HQ, i s " • 
"opgebouwde" moot zijn "rationaal opi?:ebouwde 11 , 
bewijs van sL 9°9 om ti q 1 i ••• !1 q11 
II ;:i,ccolac1.en plaatson. 
bewijs van st.10.3 THfi!O concluderen dat bij vaste 
fen T" ve:rvanp:endoori "Bijvaste fen Tis"" 
In de daaropvol:r;endc regel het woord 11 is 11 schrappen. 
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Regel 3 v.o. 
Regel 9 Vo Oo 
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Regel 4 v.o. 
Jia do formula toevoogen " (de➔ CT, 's zijn dus / 0) ". 
" + e " moot zi.jn 11 + E: µ " 
. 0 
"P
11
= c;i, ~=0" moct zijn 
Q = C ( C = ffiR,X C? ( X ) ) II ' 
n 
"P =<J) +C, 
n 
hetzinnctje dat bcgint rr10t II Als" r1oet vorvallen, 
/ 
Tffi 7 6 
blz. 38. In st. 11.6 rr.oet n O < t < 1 '' warden vcrvn.ngen door "0 < t..5, 1 11 •• ':I.an 
hot slot van clc vo1g::mdo regol to0voegon , ":~n 1( q> t) is; 
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men 16" 2[',. 
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